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PRÉFACE 


Pour présenter au public la première édition, aujourd’hui épuisée, 
de son livre, M. VessioL n’a eu besoin de personne. Cette première 
édition a suffi pour asseoir la réputation de l’ouvrag'e et la seconde, 
en raison des améliorations introduites, ne fera que l’assurer encore 
davantag*e. 

Malgré qu’il ne s’agisse pas ici d’une présentation en forme au 
public, présentation notoirement inutile, je n’ai pas cru devoir 
décliner l’offre aimable qu’a bien voulu me faire mon savant collègue 
et ami, d’écrire ces quelques lignes en tète de son livre. En même 
temps qu’un témoignage de profonde estime pour le savoir et le talent 
d’exposition de l’auteur, j’y ai vu l’occasion de mettre en relief le 
caractère spécial qu’ont revêtu les travaux géométriques dans ces 
dernières années et de faire sentir la nécessité qu’il y a de diffuser un 
livre comme celui-ci, qui ouvre l’accès du progrès aux élèves stu¬ 
dieux, malheureusement trop rares, que leur goût entraîne vers la 
Géométrie. 

Dans la première partie du dernier siècle, que l’on peut approxi¬ 
mativement limiter à l’année 1870, la géométrie a réalisé par les voies 
les plus diverses et sur les terrains les plus variés d’inestimables con¬ 
quêtes. Cette période héroïque a vu naître les notions les plus essen¬ 
tielles, elle les a vu aussi se développer et aboutir à de grands pro¬ 
blèmes dont la solution, demandée à l’analyse, a provoqué dans cette 
science sœur un mouvement profond qui s’amplifie chaque jour. Il 
suffît de citer les grands noms de Monge, de Dupin, de Gauss, de 
Serret, de Lamé, d’Ossian Bonnet, de Bour, pour évoquer les larges 
voies ouvertes dans lathéorie des surfaces et dans celle des coordonnées 
curvilignes. Ceux de Poncelet, de Chasles rappellent les premières 
évocations des grandes lois de correspondance et des transformations, 
qui devaient, un-peu plus tard, ti'ouver dans l’œuvre de Sophus Lie 
une si magnifique inflorescence. Vers la fin de la même période. 
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conime couronnement du principe de dualité, entre la g'éométrie du 
point et celle du plan, Pluecker plaçait la g'éométrie de la droite et 
introduisait d’une façon systématique dans la science les notions de 
congruence et de complexe sur lesquelles, il faut cependant le recon¬ 
naître, longtemps auparavant, Malus, Dupin et Transon avaient, à 
propos d’optique, produit d’intéressantes considérations et d’impor¬ 
tants résultats. Chasles, vers la même époque, avait montré comment 
la cinématique du corps solide met en œuvre le principe de dualité et, 
concurremment avec Pluecker, il avait mis la main sur ce que ce 
dernier appela un complexe linéaire. 

Ainsi se sont accumulés, durant celte illustre période, des maté¬ 
riaux de la plus grande valeur dans les ordres les plus divers. Ces 
grandes idées, nées à l’écart les unes des autres et dont les initiateurs 
s’iu! souvent entre eux, paraissaient destinées à faire isolé¬ 

ment leur chemin et à constituer autant de catégories de spécialisa¬ 
tions pour les futurs géomètres. 

Il appartenait à la dernière partie du xix® siècle de démentir cos 
apparences et d’opérer la merveilleuse fusion de tous ces éléments. 

Les grands auteurs de cette fusion auront été, par des moyens 
différents, Sophus Lie et Darboux. Il serait injuste d'oublier Ribau- 
cour qui a contribué puissamment de son coté à réaliser cette péné¬ 
tration si féconde des diverses branches de la Géométrie les unes 
dans les autres et qui, sur des exemples inoubliables, a Introduit la 
méthode cinématique en géométrie. 

On ne peut plus aujourd’hui s’occuper des surfaces sans faire inter¬ 
venir les systèmes conjugués, ni des systèmes conjugués sans faire 
intervenir quelque congruence de droites, soit que celle-ci découpe le 
réseau conjugué sur la surface, soit qu’elle soit formée par les 
tangentes à l’une des lignes du réseau. Les réseaux conjugués sont 
d’autre part en dépendance avec les équations autrefois envisagées 
par Laplace et il se trouve que les transformations que l’on connais¬ 
sait de ces équations correspondent au passage de l’une à l’autre des 
surfaces focales de la congruence. 

La représentation sphérique d’une surface, qui apparaissait comme 
un artifice génial de Gauss pour étendre aux surfaces la notion de 
courbure, en analogie avec les courbes, s’est trouvée rentrer dans les 
idées de dualité de Chasles qui conduisent à définir une surface par 
ses plans tangents. Il suffisait, comme Darboux l’a montré, d’intro¬ 
duire la distance d’un point fixe au plan tangent à côté des cosinus 
directeurs de la normale que Gauss avait considéi*és [)Our définir la 
représentation sphérique de la surface. 

Le problème ardu de la déformation des surfaces restera un exorn- 
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pie éternellement frappant de rapprochements imprévus et féconds. 
Si, comme Bour avait pu le croire un instant, on avait réussi l’inté- 
gTation de l’équation aux dérivées partielles dont dépend analytique¬ 
ment le problème, celui-ci eût, sans doute beaucoup perdu de son 
intérêt aux yeux de nombre de mathématiciens trop enclins à n’appré¬ 
cier en ces questions que le côté analytique. Or le problème est resté 
entier à cet égard. Gela n’a empêché ni Ribaiicour et Darboux de 
mettre au jour leurs systèmes cycliques, ni Darboux et toute une 
pléiade de géomètres de découvrir les singulières circonstances qui 
accompagnent la délbrmation des quadriques. 

Nous ne saurions multiplier ici les exemples analogues qui abon¬ 
dent en Géométrie transcendante. Les quelques-uns que nous venons 
de donner suffisent pour faire comprendre que, de nos jours, les 
immortels travaux des anciens géomètres du siècle dernier ne doivent 
plus nous apparaître comme des monuments isolés, mais bien plutôt 
comme les superbes ai'ceaux d’un unique et grandiose édifice dont 
toutes les parties sont solidaires et où il n’est plus permis au 
géomètre de se cantonner en un coin. Les questions sont aujourd’hui 
tellement liées entre elles qu’un chercheur qui poursuit un problème 
pris sur un terrain déterminé ne peut se flatter d’y conserverie môme 
horizon ; car il arrive souvent que la claire solution et le plein épa¬ 
nouissement du problème s’opèrent sur un terrain très différent de 
celui d’où l’on est parti. 

Il est toujours maladroit de prétendre isoler une question que l’on 
étudie et voilà pourquoi on ne peut conseiller de l’aborder de but en 
blanc par l’analyse. Une question de structure se trouve à chaque 
instant posée, ([ui ne se confond pas plus avec le calcul que le projet 
de l’architecte avec les modlo-ns et la chaux qu’empilent ses ouvriers. 
Dans toute (juestion de structure géométrique rien ne peut suppléer à 
une connaissance profonde de la matière géométrique elle-même, 
à l’application d’une opiniâtre réflexion, enfin à l’exercice spontané 
de l’intuition. Ce n’est pas que souvent le résultat obtenu ne revête 
une forme simple que le calcul après coup retrouvera sans effort. 
Mais vraiment le difficile est d’abord d’y penser. 

Cette existence propre et indépendante de l’esprit géométrique a 
donné lien de tous temps à des divergences d’appréciations dont il 
serait sans doute prématuré de prédire la fin. Les Eloges Académi-- 
ques de Joseph Bertrand en évoquent quelques épisodes illustres dans 
le passé. L’un des plus frappants est la froideur avec laquelle Cauchy 
accueillit, en son temps, l’apparition du célèbre Traité des propriétés 
projectives dès figures de Poncelet. Plus tard la résistance se mani¬ 
festa par le peu de faveur accordée aux découvertes de Chasles, 
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aujourd’hui immortelles. Il fallut^ les mémoires, si remarquables 
d’ailleurs, sur l’attraction xles ellipsoïdes pour effacer certaines pré¬ 
ventions . 

A l’appui de la thèse g'énérale, il ne sera pas déplacé de citer ici 
quelques lignes de VEloge de Poncelet par Joseph Bertrand : 

« Descartes, dit Bertrand, avait cru, par des procédés uniformes, 
« de calcul, abolir le droit d’inventer avec génie en (Géométrie. 
« Croyant avoir tout préparé et tout prévu, en laissant sur plus d’un 
(( point à ses successeurs le plaisir d’accomplir le progrès, il en usur- 
« pait par avance tout le mérite et toute la gloire. « J’espère, disait-il, 
« que nos neveux me sauront gré, non seulement des choses que j’ai 
« expliquées, mais aussi de celles que j’ai omises volontaii^ement 
« pour leur laisser le plaisir de les inventer 

(( Ceux, poursuit Joseph Bertrand, qui, sur la foi d’un si fier génie, 
« ont cru Père des découvertes originales terminées dans l’étude 
(( des courbes, cherchèrent naturellement dans d’autres parties de la 
« Science un plus fructueux emploi de leurs efforts et le progrès le 
« plus grand, sans difficulté, qu’ait jamais fait cette belle théorie, a 
« été ainsi l’occasion et le signal d’un temps d’arrôt dans sa 
« marche, 

« Descartes oubliait que, suivant la très heureuse expression d’un 
« géomètre contemporain, la géométrie est un art aussi bien qu’une 
« science : Mathesis ars et scientia dicenda ; et, s’il est quelquefois 
« possible à'une science de marquer dans une formule définitive la 
« fin de ses efforts et le terme de ses progrès, l’art est inépuisable 
« et infini, toujours jeune et toujours fécond pour des génies nou- 
« veaux » (i). 

Nous sera-t-il permis d’introduire ici un autre point de vue. De nos 
jours, le développement intensif des théories analytiques et la grande 
place qu’elles tiennent dans les programmes réalisent ce résultat que 
c’est surtout k une gymnastique de rigoureuse et abstraite logique 
que sont exercées les intelligences de nos jeunes gens. Or l’expérience 
déjà ancienne des examens dit trop éloquemment combien incomplète 
et inopérante est cette formation si elle ne trouve pas un contrepoids 
dans la pratique des réalités plus concrètes de la Géométrie ou de la 
Mécanique. Il est donc grandement à souhaiter que le goût et le culte de 
la Géométrie soient favorisés dans noire enseignement plus qu’ils ne 
le sont aujourd’hui. 

Le livre de M. Vessiot est de nature à contribuer, sur le terrain le 
plus élevé, à la diffusion de ces bienfaisantes études où le génie 


(i) Etoffes Académiques, par Joseph Bcrlrand, iracheLte, 1890, p. ro8. 
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français s’est si harmonieusement manifesté en élég’ance et en gran¬ 
deur. M. Vessiot, qui est aussi un analyste averti, a su donner à son 
exposition cette forme impeccable dans la précision, qui facilite pré¬ 
cieusement le maniement des notions quantitatives et des formules 
générales où elles interviennent. 

Il a englobé dans son livre tout ce qu’il est éssentiel de connaître 
pour être à meme de lire avec fruit les travaux originaux des inven¬ 
teurs. Les amis de la Géométrie ne peuvent que se réjouir de l’aide 
que ce livre va apporter à leur science favorite et doivent former les 
meilleurs V(cux pour la continuation de son succès. 


G. Kœnigs. 



PRÉFACE DE LA PREMIÈRE ÉDITION 


Ces leçons ont été professées, à la Faculté des Sciences de Lyon, en 
1905-1906, pour répondre au programme spécial d’Analyse Mathéma¬ 
tique de l’Agrégation. Elles ont été autographiées sur la demande de 
mes étudiants, et rédigées par l’un d’eux. 

Peut-être pourront-elles être utiles aux étudiants désireux de s’ini¬ 
tier à la géométrie supérieure, et leur être une bonne préparation à 
l’étude des livres de M. Darboux et des mémoires originaux. 

J’ai supposé connus seulement les principes les plus simples de la 
théorie du contact; j’ai repris les points essentiels de la théorie des 
courbes gauches et de la théorie des surfaces, en mettant en évidence 
le rôle essentiel des formules de Frenet, et des deux formes différen¬ 
tielles quadratiques de Gauss. 

L’objet principal de mes leçons était l’étude des systèmes de droites, 
et leur application à la théorie des surfaces. Il était naturel d’y joindi'e 
l’étude des systèmes de sphères, que j’ai poussée jusqu’aux proprié¬ 
tés élémentaires, si attrayantes, des systèmes cycli({ues de Ribaucoiir. 
J’ai insisté siir la correspondance entre les droites et les sphères ; je 
l’ai éclairée par l’emploi des notions d’éléments de contact et de mul¬ 
tiplicités, qui est également utile dans la théorie des congruences de 
rayons ; j’ai montré comment elle se traduit par la célèbre transfor¬ 
mation de contact de Lie, 

J’ai cherché,à développer les divers sujets par la voie la plus natu¬ 
relle et la plus analytique ; voulant montrer à mes élèves comment la 
recherche méthodique, la discussion approlbndie des questions même* 
les plus simples, l’étude attentive et l’interprétation des résultats des 
calculs, peuvent conduire aux conséquences les plus variées et les plus 
intéressantes. 


Lyon, le i®’^juin igoG. 
E. Vessiot. 



AVERTISSEMENT 


La promivre édition de ces leçons, autographiée, ayant été rapide¬ 
ment épuisée, j"ai accepté l’ollre de réimpression que m’a faite 
M. Hermann. 

Les fautes d’impression avaient été corrigées par M. Anzemberger 
en vue de cette réédition. J’ai revu et amélioi‘é la rédaction ; et j y 
ai fait des additions importantes. M. Grévy a bien voulu m’aider pour 
la révision du texte et la correction des épreuves : je lui en exprime 
ici toute ma reconnaissance. J’adresse aussi mes remerciements à 
M. Hermann pour le soin apporté à d’impression. 

J’ai renoncé à donner des indications bibliographiques. Ceci est un 
livre d’initiation, et les lecteurs désireux de poursuivre des recherches 
géométriques devront toujours se rc[)orter aux admirables ouvrages 
de Darboux, ou ils trouveront la documentation nécessaire. 

Le 3 o septembre 1919. 


E. Vessiot. 



CHAPITRE PREMIER 


REVISION DES POINTS ESSENTIELS DE LA THÉORIE DES COURBES 
GAUCHES ET DES SURFACES DÉVELOPPABLES 

I. — COURBES GAUCHES 
Trièdre de Serret-Frenet 


1. — Soit, une courbe gauche (C), dont nous sup[3osepons les coor¬ 
données exprimées eu fonction d’un paramètre t : 




y{f)- 


h(t). 


Nous r.ousidéreroiis dans une telle courbe la //.’/.'/c'//'*. qui a pour 

P a ram êtres directeurs ~ , et le plan oscalateur qui contient 

^ df dl di ^ 

d'^x dhj d^s 


la lanjij»’ejiir 


(Lv 

di 


dij dz 

(17 ' aï 


j et raccéléralion 


et 


dt^ ' di^ ’ di^ ^ 
dont, par suite, les coelïicients sont les déterminants du 2® deg‘ré 
<léduits du tableau : 


dœ 

dy 

dz 

df 

dl 

df 

d^x 

d>y 

dr-z 

117 ^ 

dp 

7 Î 7 F 


R<*nuir(jn(\ 
célératiou nouvelle 


Si ou chanq-e de paramètre, en posant t = ^(Mj, l’ac- 
d-.v (l^y d^z 


did- 


du- ' du- 


est toujours dans le plan 


oscillateur. 

Considéi'ons en un point M de la courbe la taug*ente MT, la normale 
située dans le plan osculateur, ou normale principale MN, et la nor¬ 
male MB [)erpendiculaire au plan osculateur, ou binormale. Ces trois 
droites Forment un trièdre tri rectangle que nous appellerons irièdre 
de Serrei ou de Freiud» L’une de ses faces, celle qui est déterminée 
par la tangente et la normale principale, est le plan osculateur ; celle 
qui est déterminée [)ar la normale principale et la binormale est le 
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plan normal ; enfin celle qui est déterminée par la tangente et la binor- 
male s’appelle le plan rectifiant. 

Prenons sur la courbe une origine des arcs quelconque, et un sens 
des arcs croissants également quelconque. La différentielle de l’arc .v 
est donnée par la formule : 

df ^ 

d’où : 

dy ^ ainsi les cosinus directeurs d’une des directions 
ds ds ds 

de la tangente, celle qui correspond au sens des arcs croissants ; soient 
a, P, Y ces cosinus directeurs : 


(0 


ds^ ^ ds' ^ ds 


"Nous prendrons sur la normale principale une direction positive 
arbitraire, de cosinus directeurs p', Y^ binormale une 

direction positive, de cosinus directeurs a'', f, telle que le trièdre 
constitué par ces trois directions ait même disposition que le trièdre 
de coordonnées. Alors : 


a P Y 
a' y' 
a" P'^y" 


et chaque élément de ce déterminant est égal à son coefficient dans le 
développement du déterminant. 


Formules de Serret-Prenet 

2. — Il existe entre ces cosinus directeurs et leurs différentielles des 
relations importantes. En effet, de la relation : 

+ P^ + y® = I 

on tire, en prenant les dérivées des deux membres par rapport à s : 
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Mais d’après les relations (i) : 

doL _ rAr _ d'y t/y_ d‘^z 

ds ds'^ ’ ds ds- ' ds ds‘'^ ’ 


et la relation précédente s’écrit : 


d'\v 




La direction de coefficients directeurs : 

d'^æ d-y d^: dcx. c/j 3 dy 

ds^ ’ ds- ’ ds- ds ’ ds ’ ds 


est donc perpendiculaire à la tani>’euto; d’autre part, elle est dans le 
plan osculatour, puisque c'est raccélération correspondant au para¬ 
mètre s ; c’est donc la normale princii)ale, et par conséquent il existe 
un nombre K tel que : 

^ ’ ds ~ R’ ds R’ ils ““ R ‘ 


On en déduit, en multipliant respectivement par ajoutant 

membre à membre : 




I _V / d(x. 

R ds * 


En multipliant maintenant ])ar ajoutant, on obtient : 


D’autre part : 


dv 

ds 


O. 


= O, 


d’üù, en prenant les dérivées par rapport à s : 


et par suite : 


ds 


-f- 


ds 


= O, 


Sa 


ds 


O. 


D’ailleurs : 
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et les deux relations précédentes montrent que la direction : 

dy 

ds ’ ds * du 

est perpendiculaire à la laji,t»‘eute et à la biaurmale. C'est donc encore 
la normale principale, et il existe un nombre T tel que : 

doi'__o: 'V — / 

rf.s-“ï' /V.y ~T-‘ 


Un en déduit, en multipliant i-espectivetnent par a',§'.v’ ajoutant 
membre à membre : 


( 5 ) 

Enfin de la relation : 


T— ds ' 


=0 


on tire : 


ou : 


De la relation : 

nu lire de même : 


Y f do! . V n 

\f 3 . - -P a' = O 

ds ds 


ds ds~ T 


Lx a = O 


V da' v« f do 

ia-r=: —. i»a — - 

ds ds ~ 


I 

R' 


et enfin de la relation : 
on tire : 

d’où trois équations en 


Y t do _ 

do dp! d^f 
ds ' ds ’ ds 


ds R ds ’ ds T 


dont la résolution donne : 

^_ y dy _ S y d‘/ y y" 

ds "“R t ’ ds ~ ^ R Y’ 7 /.s^ R '■' t~ * 


( 6 ) 
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Les trois groupes de relations (2), ( 4 ), (6) constituent les formules 
de Serref ou de Frenet, 


Courbure et Torsion 

3 . — fiUerprétatlon de R.— Goasidérous le point t de coordonnées x, 
^6, Y- Les formules (2) expriment une propriété de la courbe lieu de ces 
jx)ints ; cette courbe est tracée sur 
une sphère de rayon i, on rap¬ 
pelle indicatrice sphérique de la 
courbe (G), et les formules (2) 
montrent que la tangente en t à 
r indicatrice sphérique est parai- 
lèle à la normale principale en M 
à la courbe (G). Soit a l’arc de 
cette indicatrice compté à partir 
d’une origine arbitraire dans un 
sens également arbitraire : 


dot. 


dfj 


■P'- 



da 


d’où, eu tenant compte des formules (2) : 

I __ Jcr 

R ^ ds * 

Considérons alors les points G f coiTespondant aux points M. 

arc 

est, au signe près, la limite du rapport quand tend vers M. 

L’arc tf est un infiniment petit équivalent à l’arc de grand cercle tt\ 
qui a même mesure que l’angle tOt^ des deux tangentes infini- 

d(T 


ment voisines ou angle de contingence ; 
ane-le toi' 


ds 


est donc la limite 


du rapport 


, qui s’appelle la courbure de la courbe au point 


arc MM' 

M ; R est le rayon de courbure au point M. 

Interprétation de T, — Pour interpréter T, ou considérera de même 
le lieu du pointé de coordonnées a'',^^Y", ou deuxième indicatrice 
sphérique. On remarquera que d’après les formules (2), ( 4 ), les tan¬ 
gentes en t, b aux deux indicatrices sont parallèles à la normale 
principale en M. Si t est l’arc de cette deuxième indicatrice sphé¬ 
rique, on trouvera comme précédemment que : 

I_ fdT 



CHAPITRE PREMIER 




et que j --1 est la limite du rapport de ran"*le des plans osculateurs en 

M, ]\r à l’are MM' quand M'tend vers M ; c’est la torsion en M, et T 
est le rayon de torsion. 

Les deux indicatrices sont polaires Vnne de Vaatre sur la sphère. 


Discussion. Centre de courbure 


4. — Les cosinus directeurs que nous avons introduits dépendent 
de trois hypothèses arbitraires, sur le sens des arcs croissants, le 
sens positif choisi sur la normale principale et sur la disposition du 
trièdre de coordonnées. Si nous changeons ces hypothèses, et si nous 
désignons par des nombres égaux à ± i, 5 sera remplacé par 

z^s; deviendront 2^6, sp,-; deviendront s^a', £3/ ; 

et enfin, d’après les relations : 


r == %(t*' - - p«'). 

seront remplacés par SiS^Ssa", Les formules (2) 

Jonnent alors : 


S^doc S2«' 

Sids R 


c’est-à-dire que R se change en ; et son signe ne dépend que de la 
direction positive choisie sur la normale principale. 

Donc le point G de la normale principale, tel que MG = R (R étant 
défini algébriquement comme précédemment), est un élément géomé¬ 
trique attaché à la courbe donnée. Ce point G s’appelle centre de 
courbure en M. 

Voyons maintenant T. Les formules (4) donnent : 


ou : 


sids T 
dod_c^ 

ds ““T ’* 


Donc ï se change en SgT ; et le signe de T dépend uniquement dé la 
disposition du trièdre de coordonnées. Il n’y a donc pas lieu de définir 
un centre de torsion. 
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Signe de la torsion. Forme de la courbe 

5 . — Pour interpréter le signe de T, nous allons étudier la rotation 
d'un plan passant par la tangente MT et par un point M' de la courbe, 
infiniment voisin de M. Rapportons la courbe au trièdre de Serret, la 
tangente étant OX, la normale principale OY, la binormale OZ. Alors 
œ = I, P = O, Y == O : a' = O, p' = i, y' = o ; a" = o, P" = O, 
Y*^==: Nous allons chercher les développements des coordonnées d’un 

point de la courbe, infiniment voisin de M, suivant les puissances crois¬ 
santes de ds (l’arc de la courbe compté à partir du point M). 

Nous avons : 

ds dx ds^ d^x ds^ ^x 
i ds 2 ds^ 6 ds^ 


Or, d’après les formules de Frenet : 



d^x __ du. _ u' 

ds'^ ds R 


d^x _ d^u _ I du' ^\r) _ I j U _a^\_ U dK __ 

~W~'d?~~K~ds ^'~ds R\ R T/ R^ rfs ~ R2 
et de même pour les autres coordonnées. On trouve ainsi : 

I X 

Y 
Z 

Tels sont les développements des coordonnées du point M'infiniment 
voisin de M. 

Le plan que nous considérons passe par la tangente ; le sens initial 
de sa rotation, quand ds varie à partir de zéro, est donné par le signe 

de Y > coefficient angulaire de sa trace sur le plan des YZ. Or : 

|== —. 


6R* 


+ 


2R 


dK 


6R2 

I 


ds 


ds^ + 


6RT 


-h 
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Ce coefficient ang'ulaire est positif, si T 0 , pour s croissant, c est- 
k-dire quand le point se déplace dans la direction positive de la tan- 

g*ente ; le plan va alors 
tourner dans le sens 
positif. Si, de plus, on 
suppose, par exemple, 
R > o, le point M' 
étant au-dessus du 
plan des XY, l’arc MM' 
de la courbe est en 
avant du plan des XZ, 
si T <C 0 ; il est au 
contraire eu arrière si 
T> 0 . 

Les formules (7) 
permettent de repré¬ 
senter les projections 
de la courbe sur les 
trois faces du trièdre 
de Serret dans le voi¬ 
sinage du point M. 
Nous supposerons pour 

dessiner ces projections R > 0 et T < 0 . 

La considération des formules (7) prises deux k deux montre que 
sur le plan rectifiant (XZ) la projection a au point un point d’in¬ 
flexion, la tangente inflexionnelle étant OX. Sur le plan osculateur, 
la projection a au point m un point ordinaire, la tangente étant OX ; 
enfin sur le plan normal (YZ) la projection a en un point de 
rebroussement, la tangente de rebroussement étant OY. 

Mouvement du trièdre de Serret-Frenet 

6. — Remarque. — Considérons un point P invariablement lié au 
trièdre de. Serret, et soient X,Y_,Z ses coordonnées constantes par rap¬ 
port à ce trièdre ; soient vj, les coordonnées de ce point par rapport 
à un système d’axes fixes. Lorsque le sommet du trièdre de Serret 
décrit la courbe donnée, les projections de la vitesse du point P sur les 
axes fixes sont, en remarquant que : 

lz=z X + aX 4 - a'Y + a"Z 
•o=ÿ + pX+fY+ ^"Z 
r=z + yX +YY + fZ 




Plan Donmal Plan osculateun 
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(1% dx . du ,. du! „ du!' 
df= + + ^ 

cU__ , v“P , Y 

ds 
~dt 


dt 

yCir 
^ Ti 

ai Y d‘l Y , Z 


c// 

. dp' 
'dt 


ût; 


dt 


dt 


ou encore 


^=:[a + Xj_Y(g + -^-)-f Z^]37 


d^n 

dt 

d^ 

dt 


Les projections de la vitesse sur les axes mobiles sont alors : 
.. dl. a d'ti , d'Ç / y\ds 

= “ 57 +^ 37 +' ^=v 

, dl J Q, dr, ^^jd'Ç fX . Z\ du 


\v~a -+ ( 


dt 


, ,4 _/X Z\ du 

' 5 F-“VR^T/rf^ 


''■ = ‘'§ + P'§ + vg=- 


Y & 
■ T rff' 


ds 


_1 est la vitesse du sommet du trièdre. Si nous ne considérons que 

df 

la vitesse de rotation, nous savons que, si sont les composantes 

de la rotation instantanée sur les axes mobiles : 

V.„ =zqZ- rY, Vv = rX - pZ, Vz = /îY — f/X, 

et nous trouvons ainsi, en identifiant aveclese.xpressions précédentes . 


P^^Tdf' ' -Kdt' 

ce qui montre qu’à chaque instant la rotation instantanée est dans le 
plan rectifiant, et quelle a pour composantes suivant la tanç/ente et 
la binormale la torsion et la courbure, si on suppose t = s. 

Si l’on suppose le trièdre de Serret transporté à l’ongine, il tourne 
autour de sou sommet, l’axe instantané de rotation est dans le plan 
rectifiant, et le mouvement du trièdre est obtenu par le roulement de 
ce plan sur iiu certain cône. 
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Calcul de R 


7. — Reprenons la formule ( 3 ) : 


De la relation : 


l=Sa 


, da 
ds 


a 


dx 

ds 


on tire : 


_ dsd^x — dxd^s 

ds ds^ 


Posons maintenant : 


A = dijd^z — dzd^y^ B = dzd^æ — dxd^z^ G = dxd^y — dyd^x^ 


et : 

± v/ A* + + C* = D. 

A,B,G sont les coefficients du pian osculateur ; par suite, le signe 
de D pouvant être arbitrairement choisi, les cosinus directeurs de la 
binormale sont : 

n _ ^ au _B ,f _ G 

^ -D’ ‘ D-’ 


et les cosinus directeurs de la normale principale sont : 


V?" — 


fi-'' 

i i 


et, de même : 




^dz — Cf/y _ d’^xidy^ + dz^) — dx(dyd^y + dzd^z) 

Drfs Dds 

d'^xds'^ — dxdsdh dsd^x — dxd^s 

Ws D ’ 


dsd'^y - dyd^s 
D 


7 dsd^s — dzd^s 
~ D ’ 


£_V _ y — Ody dsd'^x — dædH 

R ds ' Dû?s ds'^ 


et alors : 



RÉVISION DES POINTS ESSENTIELS DE L\ THEORIE DES COURBES GAUCHES 11 

ce qui peut s’écrire : 

k ~ m? ^ 'idaiQds — Cdij). 

La deuxième somme est nulle, et : 

J dx dy dz 

R = - CûTÿ) = d^x d}y ddz 

ABC 

d’où enfin : 

I sj^dyd^z — dzd'^yY 

—— 2 

[dcd^ 4 ~ dy’^ + dz^) T 



Calcul de T 


8 . — De même : 

I V fd6<" ^ Bdz — 

T = 1F=- Od 


Cdy D.dA — AdD 
S Wds 


ï qui peut s’écrire : 

T = W ^-dk{mz - Cdy) - SA(B& - Cdy). 

a deuxième somme est nulle, et : 

~ Dâkâ" ^dk{^ds—Cdy)= ^{dyd?s - dsæy) {dsd^x-dxæs). 

Il : 

4 = P ^d^x{dy(^s — dsæy) — 2dx{dyd^s — dcd^y). 
a deuxième somme est nulle, et : 


dx dy dz 

!f = ^d^x{dyæs — dsd‘y) d'-x d^y d^s , • 

æx d^y æs 


D^ — ^dyæs — dsæyy. 
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IP 


, — Pour la torsion d uiiP rourbo soit coiistaniinout 
mille, il laut et il suffit que l’on ait constamment : 


I dx dy dz 
I drx dry d^z 
I d^x d^y d^z 




ce qui exii>*e que y^ z soient liés par une relation linéaire, à coelfi- 
cients constants, c’est-à-dire que la courlie soit plane. Ainsi les courbes 
à torsion constamment nulle sont les courbes pin fies. 


Sphère osculatrice 

9, — Cherchons les sphères qui ont en M, avec la courbe consi¬ 
dérée, un contact du second ordre. Le centre (Xo^yo^So) et le rayon Ro 
d’une telle sphère sont, d’après la théorie du contact, déterminés 
par les équations suivantes, que nous dévelop[)ons au moyen des 
formules de Serret-Frenet : 

- R| = 0 , 

1 S(.r Xo)^ — Ro] = O, ou Sa(,x — Xo) = 0, 

^ — ,XoY — Ro] = 0 , ou I 4- g Sa'(.x — Xo) = O. 

Si on prend le trièdre de Serret-Frenet pour trièdre de coordonnées, 
comme on Ta fait plus haut, elles se réduisent à : 

R|=o, .£0 = 0, 

et l’équation ^^énérale des sphères cherchées est, Zq i*estant arbitraire, 

X2 + Y2 + Z2 — pRY — 2 Z 0 Z = O. 

C’est un faisceau de sphères, dont fait partie le plan oscilla¬ 
teur Z = O. On vérifie ainsi la propriété de contact du plan oscilla¬ 
teur. 

Le cercle commun à toutes ces sphères est, de plus, d’après la 
théorie du contact des courbes, celui qui a un contact du second ordre 
avec la courbe, c’est-à-dire le cercle osculatear. Ses équations sont : 

Z = o, 4* Y2 — 2 RY = O, 

donc il est dans le plan osculateur, a pour centre le centre de cour¬ 
bure C (X= O, Y = R), et passe en M. Le lieu des centres des sphè^ 
res considérées est Taxe du cercle osculateur. 
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Parmi toutes ces sphères, il y eu a une qui a uu contact du troi¬ 
sième ordre avec la courbe. Ou l’obtient eu introduisant la condition 
nouvelle : 


f /3 




O. 


c’est-à-dire : 


I f/R 

R *-* Us 




•3^o) — ~ = O. 


qui se réduit, avec les axes particuliers employés, et les valeurs trou¬ 
vées précédemment pour XqJJo; à : 

—~ ^ -Ih * 


Le centre de cette sphère, qui est la sphère osculatrice, est donc 
défini par les formules : 

X, = O, Y„ = + R, Zo = — T 


et son rayon est donné par la formule : 


Râ = R2 4- T® 



II. - SURFACES DÉVELOPPABLES 
Propriétés générales 

10. — Une courbe j^auche est le lieu de oo^ points ; corrélativement 
nous considérerons une surface développable, enveloppe de oc^ plans ; 
la caractéristique de l’un de ces plans correspond corrélativement à la 
tangente en un point de la courbe, puisqu’elle est l’intersection de 
deux plans infiniment voisins. 

Soit : 

{ I j nX d- 4" 4" 

l'équation g'énérale des plans considérés, de sorte que u, w, h dési¬ 
gnent des fonctions données d’un paramètre /. 

Les caractéristiques ont,.d’après la théorie des enveloppes, pour 
équations générales, 

«X vY ^ wZ + h = Q 
Xda + Ydü + Zdw 4 - dh — o. 


(2) 
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La surface dévelo[jpable, enveloppe des [)lans (i), est, d’après la 
théorie des enveloppes, le lieu des droites (2), qui en sont, par consé¬ 
quent, les g-énératrices rectilignes ; et, toujours d’après la théorie des 
enveloppes, chacun des plans (r) est tangent à la surface tout le long 
de la génératrice (2) correspondant à la meme valeur de t. 

Considérons alors la courbe (Cj, lieu des points (a?, //. z) définis par 
les équations : 

r Lix vy loz h — O, 

( 3 j I xdu 4 - y do 4- sdto 4- dh — o^ 

( xdrii 4 - ydH 4- zd^w -h d^h=z 0. 

L’un quelconque de ses points M est sur la droite (2), correspon¬ 
dant à la même valeur de /, et, par conséquent, dans le plan (i) 
correspondant. Cherchons la tangente à (C) en M. Pour cela, difîéren- 
tions les équations ( 3 ) ; différentiant chacune des deux premières, 
en tenant compte de la suivante, nous trouvons : 


{4j 


Usdx 4 - ^^dy 4 - iiudz— 0 
du.dx -p do,dy + dw.dz= 0, 


ce qui exprime que la direction de la tangente est la même que celle 
de la droite (2). Donc les tangentes à (C) sont les génératrices de la 
développable. 

Cherchons encore le plan osculateur à (C) en M. Il doit passer par la 
tangente, et être parallèle à la direction (d^x, d-y, d^z). Or si on difie- 
rentie la première des équations ( 4 ), en tenant compte de la seconde, 
on trouve : 


u.d^x 4 - v.d^y 4 - w,d^z^ 0, 


ce qui montre que le plan (i) satisfait aux conditions précédentes. Donc 
le plan osculateur de (C) est le plan qui enveloppe la développable. 

(C) s’appelle Varête de rebroussement de la développable. 

Donc toute développable est Venveloppe des pians osculafears à son 
arête de rebroussement, et est engendrée par les tangentes à son 
arête de rebroussement. 

Remarques, — Nous avons fait implicitement diverses hypothèses. 
D’abord-que les équations ( 3 ) définissent aî,y,sr, c’est-à-dire que leur 
déterminant n’est pas identiquement nul. S’il l’est, on a, quel que 
soit t \ M 


U V w 
du dv dw 
d^u d^v d^w 
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ce qui exprime que m, v, lo sont liés par une relation linéaire homo- 
g-ène à coefficients constants ; c’est-à-dire que les plans (i) sont 
parallèles à une droite fixe. Dans ce cas, les droites (2) sont parallèles 
à cette même direction, et la surface est un cylindre. Dans ce cas 
fig-ure, comme cas singulier, celui où tous les plans (1) passent par 
une droite fixe, qui est alors Teiiveloppe. 

Ecartant ce cas, nous avons admis qu’il y avait un lieu des points M. 
Ceci suppose que M n’est pas fixe. S’il en était ainsi, les équations ( 3 ) 
étant vérifiées par les coordonnées de ce point fixe, les plans (i) passe¬ 
raient par ce point fixe, ainsi que les droites (2). L’enveloppe serait un 
cône. 

Ecartons encore ce cas. Nous avons admis de plus que les droi¬ 
tes (2) engendraient une surface. Or cela n’est en défaut que si elles 
sont toutes confondues, ce qui est le cas singulier déjà examiné. 

Remarquons enfin que la courbe (G) est forcément gauche, car 
si elle était plane, son plan étant son plan oscillateur unique, et nos 
raisonnements ne cessant pas de s’appliquer, tous les plans (i) 
seraient confondus. Il n’y aurait donc pas 00^ plans (i). 


Réciproques 


II. — Réciproquement les plans oscalateurs en tous les points 
(Tune courbe gauche enveloppent une développable. — En effet, 
si nous reprenons les notations du | I, le plan osculateur en un 
point d’une courbe a pour équation : 

Soc"(X — x)= O. 

Sa caractéristique est représentée par l’équation précédente et : 


Or 




les équations de la caractéristique sont donc : 

Sa"(X — Oî) = 0 , Sa'(X — ce) = O. 

Si on prend comme trièdre de coordonnées le trièdre de Serret- 
Frenet, elles se réduisent à : 


Z == O, 


Y = o. 
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Donc la caractéristique du plan osculatear en un point dune 
courbe gauche est la tangente à cette courbe^ et l’enveloppe de ce 
plan est bien une surface développable. L’arète de rebroussement est 
définie par les équations : 


Sa"(X — xj — O, 
la'(X — x) = O, 


V t dx 

y.rt' - _ ; 

ds 


O. 


lionsidérons ia troisième équation ; remarquons que : 

V Idx ^ , 

la - - = Saa' = o, 
ds 


et 

dd « a" 

^ R T * 

Cette équation devient alors 

ou encore, en tenant compte de la pi'einière équation : 

Sa(X — ^35) = o. 

Nous obtenons ainsi trois équations linéaires et homogènes en X — .r, 
Y — y, Z — 5, dont le déterminant est i ; donc : 

X — a;=o; Y — y = o, Z — 5 = 0; 

l’arète do rebroussement est la courbe elle-même. 

Remarque, — Le nom d’arête de rebroussement provient de ce fait 
que la section de la développable par le plan normal en M à rarête 
de rebroussement présente au point M an point de rebroussement, 
En eftet, rapportons la courbe au trièdre de Serre! relatif au point M : 
les coordonnées d'un point de la courbe voisin du point M sont, 
d’après les formules établies au ii» 5 : 


.r = ds 






6RT 


+ ... 
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Les coordonuées d’un point de la taujj'entc an point .r. //, z sont : 

+'■$=(*-5»*’+■■■)+'■(• - ■■■) 

^== (- w + K- w 


Prenons rintersection de cette tan«‘ente avec le plan normal X = O, 
ce qui donne : 


cin + ... 

I +... 


(Is -j- 


et la courbe d’intersection a pour équations ; 





On voit qu’elle a au point M un point de rebroussement, la tangente 
de rebroussement étant la normale principale. 


Surface rectifiante. — Surface polaire 

12. — Remarques, — Cherchons les surfaces développables envelop¬ 
pes des faces du trièdre de Serret dans une courbe gauche (Cj. Nous 
venons de voir que le plan osculatear enveloppe la surface développa¬ 
ble qui admet pour arête de rebroussement (G). 

Considérons maintenant le plan rectifiant ; 

Sa'(X — jc) = O 

la caractéristique est représentée par Téquation précédente et par 
l’équation : 

L V:c(X ^ ^X) = 0, 

Si on prend les axes de Serret, ces équations deviennent : 

Y = 0, ^X + ^Z = 0, 


Vessiqt 
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la caractéristique contient le point Y==o, X = — Z = g, extré¬ 
mité du vecteur qui représente la rotation instantanée du trièdre ; 
cent C(iæe instantané de rotation du trièdre de Serret. Son lieu 
s’appelle la surface rectifiante. Elle contient la courbe (C). 

Considérons enfin le plan normal : 


}La(X — ,Tj = O, 

l'autre équation de la caractéristique est : 


(la 

ds 




^ iljc 


ou : 

Cette caractéristique s’appelle la droite polaire^ et son lieu s’appelle 
la surface polaire. 

Prenant encore les axes de Serret, les équations de la droite polaire 
deviennent : 


X=:o, Y = R. 


La droite polaire est donc l'cixe du cercle oscillateur. 

Le point de contact de la droite polaire avec l’arête de rebrousse¬ 
ment de la surface polaire est donné par les trois équations : 


^x(X — æ) = O, 

Va'(X —ic) —R = 


ds 


dæ 




O, 

ds 


O. 


La dernière devient, en tenant compte de la première : 


I 

T 


^:a"(X —.r) + 


dl\ 

ds 


O 


On obtient, dès lors, en prenant les axes de Serret : 


X=rO, Y = R, z=: —. 

ds 

(Je sont les coordonnées du centre de la sphère osculatrice (voir 
? 9 )- 

Donc le point où la droite pdlaire touche son enoeloppe est le 
centre de la sphère osculatrice à la courbe (C). La courbe (G) esl 
trajectoire orthogonale des plans osculateurs aa lien des centres de 
ses sphères osculatrices. 
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SURFACES 


Le de la surface et les angles 


1. — CoLivbea tracées sur une surface. Longueurs d'arc et angles. 
— Soit une surface (S) dont nous supposerons les coordonnées d'un 
point courant exprimées en fonction de deux paramètres m, v : 

(S) X =/(«, y), U — v), 2 = Ku, v) ; 

V sont les coordonnées cLiraiLignés à\nï point de la surface (S). On 
définira une courbe (G) de la surface en établissant une relation entre 
M, ü; ou, ce qui l'evient au même, en exprimant m, a en fonction d’un 
même paramètre'if : 

(G) a = r^(t), v = 'h(l). 

La tangente à cette courbe a pour paramètres directeurs : 

(1) dx =—du—dü, du = ^ du^ da^ ds=~da-\- — da; 

la tangente est donc déterminée par les dilierentielles du, do. 
L’élément d’arc a pour expression : 

(2) ds- = dx- -f dif -f ds^—Edu- + 2Fduda 4* (}dü^ = <^(da,dü) 


en posant : 


E = 



pi_Y ^/ ^X \ 


Considérons deux courbes passant par un même point o) de la 
surface ; soient du, da les différentielles correspondant à Tune d’elles ; 
ou, Sü celles qui correspondent à l’autre ; ds, 85 les différentielles d^ arcs 
correspondants. Si V est l’angde des deux courbes, nous savons que : 


cos V ; 


Idx.^x 

ds.^s 
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or : 

= - ( " " dfi T- " - ■+- ~ 

\ D« :>r J Wi ] 

= Edmii + ?{ckilv -f duhi) 4- Gt/noy ; 
cvbt lu forme poluire Je Ju forme quadratique <h{da, dv) et : 

^ T^^UIii, dv) - ;>4>(<///, <ln) 

nu -7-h dû ——J- 

.. ^ ^'dif .^Av 

(j) cos V =-- . 

^ dü)^(^èii^ ôv) 

Four que les deux courbes soient orthog'onales, il Tant et il sufiit que 
cos V 0, ou : 

(4) E&.ozz + Y{dnAü 4- dü.ou) + (}.dv,6v — o. 

Eu particulier, cherchons à quelle condition les courbes coordonnées 
n = et ü = forment un réseau orthof/ofial ; alors do = o, 
nu = 0, la coudition précédente se réduit à Tidentité : 

Ft/aou = O, 

ou comme rfa, ou ne sont pas constamment nuis, F = o. Dans ce cas, 
le carré de Télément d’arc prend la forme caractéristique : 

ds^^ = YAa^ + Gdv^. 

Remarque, — Si ou définit la surface par une équation de la forme : 

en désignant comme d’haliitiide par />, q les dérivées partielles de r 
par rapport à x, y : 

ds' = dx^-\rdi/^ [pdx+ qdyy={i-irp-)dx-~{- 2 pqdxdy 4- (i 
c’est-à-dire : 

£ =: 1 4- p\ F =pq, G = I -f //2. 

Déformation et représentation conforme 

2 , — Surfaces applicables. Représentations conformes. — Consi¬ 
dérons deux surfaces (S), (S/) : 

(Si X =f{u, v), IJ =z ff{u, ü), 

(s^) X «ij, ij = (jo{a^, ü^), 


Z = h{u, o) 
s = Ao(Mi, Vi). 
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On peut établir une correspondance point par point entre ces tleiiK 
surfaces, et cela d'une inbriité de manières. Il sufHt de poser ; 

les fonctions ç, 'L étant quelconques, à condition toutef(/is que les 
équations précédentes soient résolubles en f/, v. Les équatioiis d^ la 
surface (S^) sont alors de la forme : 

(SJ = = s==//^in,n); 

ce qui revient à dire que les points liomolog’iies <‘ûrres}>ûndent auv 
mêmes systèmes de valeurs des paramètres. 

Soient alors les éléments d’arcs sur ces deux surfaces : 


(0 fis- = Edii- -}- 2 Fdn.dü -j- Gr/n- 

(2) = Ef^dn- 4 * 2F ~h G^/uL 

Supposons ces éléments d’arc identiques, E ^ E^, F = G ^ G^. 
Si alors u,v sont exprimés eu fonction d’un paramètre /, les arcs des 
deux courbes correspondantes des deux surfaces compris entre des 
points correspondants ont tous deux pour expression : 



Fjdn- 4 2Edi/dv H- Cdv-; ioJi étant les valeurs de f({ui cor¬ 


respondent aux extrémités. Réciproquement, si deux arcs homologues 
quelconques de deux courbes homologues quelconques tracées sur les 
deux surfaces ont même long-ueur, les éléments d’arc (i) et (2} sont 
identiques lorsqu'on y remplace u et v par des fonctions arbitraires 
de f ; et, par suite, sont identiques en «, u, dii^ dv. On dit alors ([ue 
les deux surfaces sont applicables l’une sur l’autre, ou se déduisent 
Tune de l’autre par déformation. 

Dans cette correspondance, la fonction <ï> étant la même pour les 
deux surfaces, la formule ( 3 ) du n^ i montre que les angles se conser¬ 
vent. Mais la réciproque n’est pas vraie. L’expression de cos V est 
homogène et de degré zéro en E,F,G : pour que les angdes de deux 
couj'hes homologues quelconques soient égaux, il faut et il suffit t[ue : 


E 

Ë"i 


¥ 

Fi 



x{«. 


ce rapport étant indépendant de du, dp. Sa, 6i>. On dit dans ce cas 
qu’il y a représentation conforme des deux surfaces Tune sur l’autre. 
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Problème de la représentation conforme 


Etani données deux surfaces^ il esi toujonrR possible d'éfahUr 
entre elles une représentation conforme. Ceci revient à dire que l’on 
peut exprimer en fonction de v de telle sorte que : 

^dii- -h 2¥dii.dD 4- (jdv^ ^ /(;/» v){fi^dii- + 2¥^du.dv -f- (j^dv^). 

Décomposons les deux ds^ en facteurs du premier degré. Remar¬ 
quons que EG—F 2 est la somme des carrés des déterminants déduits du 
tableau : 


Zæ 

^JL 

dr 

dît 

du 

dît 

a,r 


ds 

dv 

Zü 

dv 


EG — est positif poui toute surface réelle. Posons : 


EG —F 2 =H 2 ; 

alors : 

ck^ = do) {du + dv) ; 

chacun des facteurs du deuxième membre admet un facteur intégrant, 
donc : 

du 4- —^ du ^ M(m, x)daL(u, u), 

dv ^ N(k, 7j)rfp(M, v). 

^ Les fonctions a,p sont indépendantes ; en effet, dy. et di^ ne peuvent 
s annuler en même temps si H O, ce que nous supposons. Nous 
pou\ons donc prendre a, p comme coordonnées curvilignes sur la pre¬ 
mière surface, et nous avons [Cf. Ch. III, § Zi] : 

ds^ = P{ii, v'jdy.dp = 0(a, p)doL.d^. 

De même pour la deuxième surface : 

ds,^ = v,)dy,. d?^, = 0,(a,, pjr/a,. d^,, 

étant deux fonctions de indépendantes. 

Nous aurons alors à satisfaire à l’identité : • 


efa, Sy/a.r/^ ^ Q(a, p,)da.,.di^^, 

^1» r'i <^Ifint des fonctions inconnues de a, 
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jJoiic pour c/a—o, ou doit avoir r/a|.c/[â^ o. Si nous jueiioas 
diy.^ = O, sera fonction de a et de meme sera fonction de Jî : 

= ?(<«. i>)), c’j) = /’))• 

En prenant o, | 3 j sera fonction de a et de meme a^, de S : 

^l) = y))j C>)j. 

On voit donc que l’on peut toujours établir une représentation con¬ 
forme; car, dans les deux cas, quelles que soient les fonctions c et 'L, 
(“^i» Pi) dcL^.d^p^ sera bien proportionnel à H (a, !î) c/a.c/â. Et nous 
avons de plus la solution «'énérale de ce problème, les fonctions ç et 
étant arbitraires. 


Condition pour que deux surfaces soient applicables 

Deux surfaces données ne sont pas en général applicables rime 
sur rautre, — Autrement dit, étant données deux surfaces, il est en 
g'énéral impossible d’établir entre elles une correspondance telle que 
ds'^ = dsf En effet, en reprenant le calcul précédent, il faudrait satis¬ 
faire à la relation : 


0 (a, p)dj..d^ = ^^ch^dp^ ; 

il faudrait comme précédemment, pi*endre par exemple : 

^1 = 9{°^) P^. = 'M.®) ; 

et la relation à vérifier deviendi'ait : 

0(a, |3) = 0iC9(oc), i 

il est facile devoir que, les fonctions 0, 0^ étant données, il est impos¬ 
sible, en général, de trouver des fonctions c, satisfaisant à cette rela¬ 
tion. Considérons,en effet, le cas particulier où la deuxieme surface est 
le plan 5 = o. Dans ce cas, ds^- = dæ- 4- dg-=d 7 .^.dp^ et on devrait 
avoir : 

0(a, ^) = 9'(a>y(S), 

or la fonction 0, étant quelconque, n’est pas le produit d’une fonction 
de a par une fonction de 

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que l’on ait : 

log 0(a, P) = log o'(a) + log îp'(p). 
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un : 

g- loff 0 ^ 

;>a.DjS 

Nous venons ainsi (le montrer qu’une surface n’est pas en ^^énc'ral 
appIicaMe sur un plan et de trouver une condition necessaire et suffi-. 
santé pour ([u'une surface soit applicable sur un plan. Nous y revien¬ 
drons [)lus loin {(]h, IV, § 3 ). 


Les directions conjuguées et la forme : 


3 . — Développables circonscjnfes. Directions conjugaées, — Corr(‘- 
lativement aux courbes tracées sur la surface, lieux de oo ^ points de la 
surface, nous consid(h'erons les développables circonscrites, enveloppes 
de X ^ plans tansfents à la surface. Définissons le plan tang*ent en un 
point de la surface. Soient /, m, n les coefficients directeurs de la nor¬ 
male, et supposons les coordonnées i. c .'..■•C'*. Pour toute courbe 
de la surface : 

Idœ d- ntdy + ndz = o ; 


en particulier, pour les courbes coordonnées, ii = et n= nous 
aurons : 


/ I a?/ , D-ir 

/-h 772 -^ + Il — =0, 

3a Oa 3a ’ 


l - \- m 

D7> Dr 



O, 


et ces relations montrent que l, m,n sont proportionnels aux détermi¬ 
nants fonctionnels A, B, G : 


^ 3 ÿ _ D(y,r) p_ D(.s, æ) p _ 

3a 3fi 3a D« D(a, n) ' D(a, c) ' '' D(a, /') ' 

nous avons vu d’ailleurs que : 

= H 2 ; 

donc les cosinus directeurs de la normale sont : 


(a) 





la direction positive ainsi définie dépendant du sis'ne adopté pour H. 

Considérons une développable circonscrite ; nous la définirons en 
exprimant «,i> en loiiction d’uu paramètre / ; 


u = 'f{l). v~W)> 
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alors le point («, v) déci'it une courbe (G) de la surface, et les plans 
tang'ents à la surface aux divers points de (G) enveloppent la dévelop¬ 
pable considérée. Le plan tangent à la surface au point est, 

X,Y,Z étant les coordonnées courantes. , 

/.(X — æ) -h m.(Y — J/) + ;z.(Z — r) = o ; 

la caractéristique est définie par Téquation précédente et [)ar Téqna¬ 
tion : 


dL{X — X) -h d?».(Y — //) -h dn,(Z — r) = o 

obtenue en différentiant la précédente par rapport à /, et remarquant 
que : 

Idx -}- 177dy -j- nds = o. 

Voyons quelle est la direction de cette caractéristique. Soient 

ses coefficients de direction. Elle est tangente à la surface, 
donc on peut choisir 8 / 7 , 8ü de manière que : 

f î ’H'X ^ J 

ô.r = — d- àiK 

Î7U îyv 


8y = ^ 8u -f 8l\ 

65 =— 6« d-ôü ; 

Zu dv 




et en remplaçant X — JC, Y — y, Z 
nelles Sx, 8y, Sr, ou obtient : 


Or: 


; par les quantités proportion- 
dL8x d- dm.8y d- cZ/v.Ss = o. 


dl 

_ a/- 

du d- 

bl 

dv. 


"bu 

T^V 


dm 

_am 

da d- 

bm 

dv. 


bu 

bv 


dn. 

_ ^n 

bu 

dn d- 

bn 

bô 

dv ; 


et la relation précédente s’écrit : 

^f^Lc/a + ^dv] = 

Ordonnons par rapport à du, do, Su. Remarquons que : 


5« ’ 
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af) 


d'où eu dérivant par rapport à ii 


v/^^£ 1 ?£^0. v/i?£.+ 


De meme, la relation : 


£/?î=0 

?n 


donne : 


et : 



+ 


D/ ^ 
£>?> D/» 


^ D^^Dü "''î)zz dr 


o; 


de sorte que la relation cherchée s'écrit : 


(3) da.^ii 4- (dii.^v + diK^ii) + ] 


r/t).8u=:ü. 

?e2 


Telle est la relation qui existe entre les coefficients de direction de l 
caractéristique et de la tang'ente à la courbe de contact. Elle serai 
visiblement la même en coordonnées obliques, /, nu n étant alors le 
coefficients de l’équation du plan tangent. Posons : 


(4) 


Y] ='Il 




__ v; 


Y' =^^1 


TyiiZv ’ 


G' = S/ 




et : 

(5) W{du. do) = E'da^ + ^F'dado + &düK 

La relation trouvée s'écrira, avec ces notations : 

FJ.diffîii f F^(f/«3ü + dv^ii) + G'.r/n8i)= o, 

ou : 

(G) 3« + 8d = 0. 

(>du d^dv 

Cette relation, dont le premier membre est la forme polaii^e de 1 
Forme q™, est symétrique par rapport à rf, S ; il y a donc réciprocii 
entre la direction de la tanyenie a la courbe de contact o 
la développable et la direction de la caractéristique du pla 
tangent à cette développable. Ces deux directions sont dites dirci 
fions conjuguées. 
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Cherchons en particulier la condition pour que les courbes 
U = V = forment un réneau conjugué^ c'est-à-dire pour que 
leurs tangentes, en chaque point de la surface, aient des directions 
conjuguées. Alors dv = o, = o : la condition est donc que Ton ait 
l’identité F' = o. 

Remarque /. — De la relation : 

dx=^-^du+^-^du, 

7^11 ZVii 

on tire : 


Di) 7 ^ 11 * 


2 dndv 4- ^ r/u'. 

Dz/Di’ D/»2 


D’autre part : 


On en conclut : 


V 7 V 7 

S/ — = o, 1/— = O. 

du dü 


lld^r—ll~du°- + 2ll~diidü + 


c’est-à-dire : 


W{du^ dv) 5s 'Zld'^x, 


Reinarque 2, — Si on prend, en particulier, /=A, /?? z=B, =C, 
la forme W sera identique à et ses coefficients s’écriront sous 

là)rme de déterminants : 




d^x 


d'^S 


d^X 




d®j: 

D' 

dll^ 

du^ 

did 


dudv 

dudv 

dudv 


Diî2 

d. 

dæ 

^JL 

d^ 

F'— 2 \ — 

dx 

‘X 

dS 

, G'=24‘2^- 

dx 

H 

âzT 

du 

du 

’ " dudv 

D« 

'in 

du 


du 

dl 

dæ 

^JL 

ar 


dx 

ÜL 

Dr 


dx 

di 

dv 

dv 

dv 



io 

Jv 


dv 

Di 


Formules fondamentales pour une courbe de la surface 


4. — Elémenis fondamentaux d'une courbe de la .vu^face, — 
Nous considérerons en un point de la courbe le trièdre de Serret, et un 
trièdre consîtitiié par la tangente à la courbe, la normale MN à la sur¬ 
face, et la tangente MN^ à la surface qui est normale à la courbe. Nous 
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choisirons les directions positives de telle la.on que lo trièdre ftf.TNî 
ainsi constitué ait même disposition que le Iried.v de coordonnées, d 
.orlecfue si )..a,v sont les cosinus directeurs de a normale a lasurlace 

ceux'de la tangente à la surface normale a la conrl.o, ou aura 


a, fi, Y, = I. 

A JA V 

Les doux triodros con 
sidérés ont un axe coip 
an un ol de mémo direc 
lion, ejui est la laii^eiitc 
Pour les définir Tun pa 
i‘ap[>ortîi Ta uLro,il suffir 
de se doiinoid’aiig’Uurun 
des ai*ot(‘s do rua ave 
Tune des arêtes de l’autre. Nous nous donnerons I aiig'lo 0 
dont il faut faire tourner la demi-uormale princîpalo ÎVIP pour 1 amc 
ner à coïncider avec la demi-normale à la surlaco MN, lo sens posi 
tif des rotations étant défiai par la direction positive I\11 do 1 axe d 
rotation. 

Cherchons les relations qui existent entre les rosi mis dirocteui 
des arêtes de ces trièdres. Quand on passe do Tun h Taiitro, on la 
en réalité une transformation de coordonnées autour do I orig'ino clan 
le plan normal. Considérons le point à Tunité tlo dislanoo do M sr 
MN. Ses coordonnées sont A,a,v. Rapporté au système PM H il a pou 
coordonnées cos 0 et siii ô, donc : 



= aJ cos 9 + sin 0, 
JJ. z= jS' cos 6 P P*" sin 0 , 
V = y' cos 9 + y" sin Ô ; 


de même le pointa Tunité de distance .sur MN', de coordonnées 
rapporté au système PME, a pour coordonnées cos ™ siu 

et sin I 9 — ~ donc : 

! a^ = ol' sin 9 — %” cos 0, 

= P' sin 9 — S" cos 0, 

Y^ = Y^ sin 9 — y" cos 0 ; 

Donc encore, en faisant la transformation de coordonnées inverse : 



SURFACES 


29 


( 2 ) 


( y.’ = A cos 0 4 - ^1 ^-^5 

l = ;j. cos 6 -f- siii 0 , 

) y' = V cos 0 -h Vi sin 0 ; 

( V." = A sia Ô — Xj cos 0 , 

= a siii 0 — 3^ cos 0 , 

y" = V sia 0 — Yi 

Différentioas les formules (O par rap])ort à s; aous ohteaons : 

' • /V I n (i\ dh . f. (l«! . . 

^ I— a sin 0 -f- cos 0 ) + cos 0 4 - sia 0 

ds ^ ^ ds fis ds 

et les aaalog’iies ; 

dcii t t ^ I tf • ix\ d(} , • r. d'j! r. d^y 

~ = (a cos 0 4 - ^ iîHi *J) -f- 4 “ sia 0 — cos 0 --- 

ds ds ds ds 


et les aaalogiies ; 

d’où, en tenant compte des formules de Freaet et des relations (i), ( 2 ) : 



et les analogues ; et, de môme, 



cüs 6 
a_ 


sin 0 
"-R- 


et les analogues ; 
Enfin ; 


(5) 


da. al _- cos G sinO 

Tis “■ R ~ ' “h” ^T” 


et les analogues ; 

les formules fondamentales (6), (4), if) vont permettre de calculer 
0,R,T, cestdi-dire de déterminer le plan osculateur, la courbure et la 
torsion de la courbe considérée. 


Calcul de 


cos G 


Los formules (5) nous donnent d^abord : 

cos 0_^_V- dsd^æ — dæd^s _ ^Id^æ _ iXd^æ 

- ds - ds ds dsi — ds-i — Hrfs2 ’ 


R 
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doiir, d'après le calcul du paragraphe précédent, et en posant comme 
à la Hn de ce paragraphe : 


on ohtient : 


ou enfin : 


F' = ï:a^, G' = sa^, 

' dUî>0 

coh 0 1 E'.r//£- + .tludü -{“ GV/a- 

"FT^H ' 

eus 6 I ^Y{du^ dv) 

R H ‘ dv) * 


Calcul de 


Les Formules (5) donnent encore : 


sin B y d^ ^ y d dx ^ — dxd'^s SauA/ * 

R ds ds ds ds^ ds- 


Remarquons que : 


ZùlA^X i 


dx dij dz 


d?z d^xdhjdH ; 


A 'A V 


À lA V 


pour calculer le dernier déterminant, miiltiplions-le par : 

^ ^ ^ 

Da ^u 

^x ^JI_ ££- = A). + B;;. + Gv = èl±_^JliL^ == H ; 

Da Oa De ^ 


A a V 


le produit est ; 


^dx - — dx 'iXdx 

7>U ^0 

— d“X Z — d^x l'/x/'^x 
7>^u ^v 


^ V) 

' Da 


ï —c/æ ^^dx 

T^V 


l^d’-x -L — d^x rkd^x 

:>v 


O O 


—f/a; ï;- 
?ll dt 

:^~d^x 1- 
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^ — dx du -f ~ dü ) = Edu + FdiK 

Di^ du \:sii :>v f 

— . fte = - — . du + do\ = Fr/w + 

I>ü Dü / 


V ^ f/ 2 ^ == V ^ 4 . 4 . 2 ^ dv^. \ 

7 sa <)« \Dm Dü Dfi- Dz/Dü Dü- / 

= Ed-^ + FdZ-ü + -i^ du- + ~ du dü -f- ( ^ — — ~]dü-, 

2 ?a Dü \Dü 2 Dzz/ 

V ^ d-x = i ~ (— d'il + zt/'ü + ^ 4- 2 dadü -f- ^ doA 

" Dü Dü \Dh Dü Dk2 :iuU> Dü 2 y 

= F^/*^^^ + Gd^u + /—- - —+ “ dudü + -L ~ do'> 

\Dzz 2 Dü y Dzz 2 Dü 


Le produit précédent s’écrit donc : 

Ed'U+Yd'ü-\- — dudü-F 

2 Dzz Dü 

X. .0 . 7. . /DF I dE\ , O . DG 


^ I DCn 
Dü 2 Dzz V 


Erfzz-f F(/i) 


Fûf^zz-f G^/^ü+ (-)rfzz*+ ^ dudü-\ —L_ dü^ Fdu-FGdü \ 


Dzz 2 Dü 


Ce déterminant est la somme de deux déterminants, dont le pre¬ 
mier est : 


Ed^a + Fd^ü Edu + Fdü 
Fd'U + Gd'ü F du + Gdü 


R%dii.d^'ü — dü.dhi), 


et finalement : 


17 ) ^ = H^I ~ düMhi) — 


1 ^ t/a2 4. £ï; dadv + I^I. — lp.]dü^ Edu + Fdo 

2 Dzz ^ Dü \ Dü 2 Dzz y 

( rfarfü 4. do^- Fda 4- Gdo 

\ Dzz 2 Dü y Dzz 2 Dü 
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Calcul de ~ ^ 


Enfin la formule (4) nous doiiue : 


T ds 


(Ck 

ds'' 


I 

ds 


a 7 


dæ dij dz 

(Th r/uL dv 

I 

~ Js* 

cIk d]u d:f 

7 . [/. V 


\ p- V 


pour calculer le déterminant, nous le multiplierons encore par 
même déterminant H. Le produit sera : 


dx 

l — dx 
:sü 

SaJj? 


Edu 4- Et/y 

¥da + Gdü o 


1 <f>. 

7>V 

Sac/à 

= 

— s. 

DK 

0 

Dy 

Sa — 

V- 

Dü 

Sa'2 


î 

0 

0 I 


D ailleurs on tire de 



eu différentiaiit : 


da + ^do\ = -^ (EW« + Vdü) ; 

\ Dk3 ZiiTiv J H ^ ^ 

de même : 

Scr/.g = -l(FyM + G'du) 


le produit est donc ; 



'Eda + Edo ¥da + Gdu 


Edu + Edv Fdu + (^'dv 
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et : 


I dh i 

f’~~7/s~~îî^ 


E'c/a 4- E'do Edu 4 - Fdr 


(8i 


I F'du 4- (j'dü Fdu 4 - G du } 

Les trois formules (G), ( 7 ), ( 8 ) permettent de calculer les trois élé¬ 
ments fondamentaux 0, R, T. 


Interprétation cinématique 

Les éléments auxiliaires : 

y cA_ dd da. _ COS y (Iv. _ sln h 

ds ds T * ds R ’ R 

s’olfrent d’eux-mèmes comme les composantes, suivant les axes MT, 
MN', MN, de la rotation instantanée du trièdre M.TN'X, lorsque le 
point M décrit la courbe (C) avec la vitesse -t i. 

En meme temps que ce trièdre, considérons le trièdre trirectançle 
introduit par M. Darboux. 

Soit MO une direction du plan tangent, choisie, indépendamment 
de toute courbe (G),en chaque point M [u, u) de la surface, suivant une 
loi arbitraire mais continue ; et soit MO' la direction du plan tangent 
qui achève, avec MO et la normale MN, un trièdre trirectangle M.OO'N 
ayant même disposition que le triè'dre de coordonnées. C’est ce 
trièdre que nous considérerons. 

Les cosinus directeurs ‘ko^ de MO, et Aq, u-q, de MO' étant 
des fonctions de la projection de la rotation instantanée de ce 

trièdre sur MN, lorsque M décrit la courbe (G) avec la vitesse 4 * L est 
de la forme : 

y. r dkp _ i^dv 4" Ujdv 

ds ds 

r et étant des fonctions de m, o. 

Or, si on désigne par Oo l’angle (MO, MT), évalué en grandeur et 
eu signe dans le plan tangent orienté par MN, le mouvement relatif 
instantané du trièdre M.TN'N par rapport au trièdre M.OO'N est une 

rotation représentée par un vecteur, de valeur algébrique ^ , porté 

par MN. Ge vecteur est la différence géométrique de ceux qui repre- 
Vessioï 3 
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hL*nl<Mit k\s rotations instantanées des deux trièdres ; ou a donc, en 
[>rojetant siij‘ MX celte équipollence : 

_ sin 6 _ y du -f r^dv 

ds R ds ' 


ce qu’on peut écrire : 

h)) r/s — doo = + rj^do, 

Jdèlénieiil (jéornétrirjue donc une forme 

Il net lire en du, do. 

Il serait facile de la calculer en particularisant le choix de la direc¬ 
tion auxiliaire orig’ine MO (Cf. ch. IV | 5). 



CHAPITRE III 


ÉTUDE DES ÉLÉMENTS FONDAMENTAUX DES COURBES 
D’UNE SURFACE 


Courbure normale 

Pieprelions la première formule fondamentale 
cos 0 I -j- 2 F'dmin + GVii- 


R 


I 

'îï 


Kdit^ + 2 Ffliidv -{- Gdo“ 


les dilférentielles secondes d^u n’v fig-urent pas ; 
. do 


cos 6 


ne dépend 
cos 6 


que du rapport ~ , c’est-à-dire de la direction de la tangente. Donc 

est le même pour toutes les courbes de la siwface tangentes à une 
même dî'oite. Considérons alors le centre de courbure G sur la normale 
principale MP ; si ou prend pour pôle 
le point M, pour axe polaire la noi'male 
MN à la surface, et pour sens positif des 
angles polaires le sens de MN vers MN^ 

R,6 sont les coordonnées polaires du 
point C. L’équation : 

cos 6 _^ 


R 



représente un cercle ; le lieu du point 
C est un cercle, ce qu’on peut encore voir comme il suit ; 
considérons la di'oite polaire» elle est dans le plan normal à la courbe, 
donc elle renconU^e la normale MN à la surface en un point K tel que : 


R = MK cosO, 


MK: 


R 
cos 6 


d’oîi : 
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MK est conslaiit, Aoac leu droites polaires de foules les courbes d"une 
surjuce passant par un rnAuie point M de celle surface et tunif entes 
en ce point à une mênie droite rencontrent en un uième point K la 
normale en M à la surface. Le lien des centres de courbure de toutes 
ces courbes est le cercle de diamètre UK (cercle de Meiisnier). Eu 
particiiliei', supposons 0 = o : la iioemale principale se conlond avec la 
normale à la surface, le plan osculateur passe par la normale, il est 
normal à la surface. Coupons la surface parce plan, K est le ceiilre de 
courbure eu M de la section ; soit R„ le rayon de courbure, nous 


avons : 


cûs 6 


cos Û 


R Kn 

ce qui conduit à donner à rélément «'éomctriquc ic nom de 
courbure normale. On en conclut 


R = R,, cos 0. 

D'où le Théorème Je Meamier : le centre de courbure en M d'une 
courbe tracée nur une surf ace est la projection sur le plan osculateur 
en M à cette courbe du centre de courbure de la section normale 
tangente en M à la courbe. 

Le théoi'ème est en cléraut si : 


dü) = YJdid + iWda.do + = o. 

Alors O, R est eu i^'énéral iuHni. La formule devient com- 

plcteineiit indéterminée si en meme temps cos 0 = 0 ; alors la nor¬ 
male principale est perpendiculaire à la normale à la surfaces le plan 
osculateur à la courbe est taa 2 ;‘cut à la surface. Les doii.v tan^-entes qui 
correspondent à ce cas d'exception s’appellent les deiujc directions 
asymptotiques ou les tangentes asymptotiques cori'cspoiulaiiL au 
point 31 considéré. 

Le théorème est ég’alement en défaut si : 

dv) = ^d(d 4- 2 Y.du.dü + (jdo^ = o ; 
alors —est iiiHui, R est nul eu g’énéral (Cf. § 4)- Ca direction de la 
tan «-ente est telle que : 

dx^- 4- di/ 4- dz^ = Ü, 

c’est une des deux droites isotropes qui passent en 31 dans le plan tan- 
g'ont en 3L 

Remarque. — Comme du, dv sont, en fait, des coordonnées homo- 
g'èiies pour la directiou correspondante dx, dij, dz du plan tangent, 
on vérifie que la condition cTorthogonalité de deux tangentes 
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(p. 20 , equ.( 4 )) exprime hiea qu’elles sont hai-moiiiques 

pai* rapport aux directions isotropes du plan taiig'ent. De meme la 
coadiiion pour que deux fangentea soienf conjugnées (p. 26 , équ (d;) 
exprime qu’elles sont conju«*uées harmoniques par ra[)port aux tan- 
2 ;*erites asymptotiques. 


Variations de la courbure normale 


2 . — Le théorème de Meusiiier nous montre que, pour étudier la 
courbure des diverses courbes d’une surface passant par un point de 
cette surface, il suffit de considérer les sections normales passant par 
les différentes tang^entes à la surface au [loint considéré. 

Nous avons vu plus haut que : 

I _ I EV/a-^ 4- 2¥’clLi,<iü -p GWr- 
H E.dii^ + 2Fdii.dn + (r.e/e- 

Traçons dans le plan tang-ent en M les tang*entes MLI, MV aux 
courbes coordonnées n = et ii = qui passent par M, et consi¬ 
dérons le trièdre constitué par MU, MV et la normale MN à la surface : 
les cosinus directeurs des axes sont, si on choisit pour directions posi¬ 
tives, sur MU et M\', le sens des u croissants et le sens des v croissants, 
respectivement, 


i\iu ; 

dx 

_ :>xi 

:ia_ 

1 

5 _ -jT I 


f 


X _ 

. f 

V . 


ds 

Z U ds 

~7e ■ 

■ V K 

’ Dm 



v'Ë ~ 


MV : 

dæ 

ds 

_ t^x do _ 

ds 

I 

v/G 

^ y J_ 

' ' \/(i 

II 

V 


I î\s _ 

\G ?" 

vC 

MN ; 

A 




* V- 


y 


V 

• 

Gonsidér 

on s alors 

une 

tangente MT quelconque, 

définie par 

les 

valeurt 

> du. 

, dn des différentielles des coor 

données 

a. 

U. 

Les cosinus 

directeurs sont : 










dx 

_Dx* 

du 

, ?.c 

dv —du - f 

_ 

dü 

ir 



i 

ds 

î>it 

* ds 


!■§ 

a 

II 

1*8 

4“ \ ' G . 

ds 

A . 

T 



du 

du 

du 
* ds 

Oü 

do_ , 

• (h ~ V ch ■ ‘ 

+ V G . 

dv 

ds 




j 

dz 

Dr 

du 

, 3-- 

do du , 

_ 

do 

ff 



f 

(Is 

Dm 

' ds 


■ 5 ^—V 

+ \^G . 

Th 





Ces formules montrent que le seg^meat directeur de MT est la 
somme g'éoinétrique de deux segments, de valeurs algébriques : 
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ciupiTaE in 



0 ^ 


dv 


portes respectivement sur MU 6t . fin d autres termes, P, 0 sont les 
paramètres directeurs de MT dans le système de coordonnées UMV. 

La formule qui donne devient, en y introduisant ces paramètres 
directeurs : 


I _I 

h7'~h 



+ 2F'-(". ^ + G' 

ds as 

_ I 

““H 


(£)■]= 


cv 

~G 



Si on considère le point obtenu en portant sur MT, à partir de M, un 
serment é^al à ±: | R,î | , le lieu de ce point, dont les coordonnées, 

dans le système MLJV, sont : 

U = ±Ps/j R„ | , v=±0 \/| R,.| , 


aura pour équation 


4--^Vs = H. 
E v'ECx G 


C’est une conique à centre située dans le plan tangent, qu’on appelle 
inçlicatrice de la surface au point M. La conique tracée, on a immédia¬ 
tement, par le carré de la mesui'e du rayon vecteur, le rayon de cour¬ 
bure d’une section normale quelconque, et on suit sans peine la varia¬ 
tion du rayon de courbure, quand MT varie. 

La nature de l’indicatrice dépend du signe de — , ou, puisque 
E, G sont positifs, de E'G' — F'*. 

I® E'G' — F'- > O, l’indicatrice est une ellipse, tous les rayons de 
courbure sont de môme signe, on dit que la surface ek convexe au 
point M ; elle est toute entière d’un môme côté du plan tangent en M 
dans le voisinage du point M. . 

go E'G' — F'2 <0, l’indicatrice est une hyperbole. La surface tra¬ 
verse au point M son plan tangent ; elle est dite à courbiu^es opposéen 
au point M. 

3 o Ë'G' — F'^ = 0, l’indicatrice est du genre parabole, et comme 
elle est àcentre, elle se réduit à un système de deux droites parallèles. 
Le point M est dit point parabolique. 

Considérons le cas particulier où ^ est constant, quelle (|ue soit la 


section que l’on considère. Il faut et il suffit pour cela que 
pendant de ^ , donc que : 


I 



soit indé- 
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F 

E F” 


g; 

G ’ 


Or l’anj^le w de MU avec MV est donné par la formule : 

cos (si = S aO/' = . 

\'EG 

Les conditions précédentes s'écrivent donc : 


E' _ yjÊG _ G' 

E cos &) G ’ 

et expriment, comme il était évident a priori^ que l'indicatrice est un 
cercle. 

Le point M est dit alors un ombilic. 

Remarque. — Dans le cas où Léquation de la surface est : 

s y), 

> 

en prenant les notations habituelles, l’élément d'arc a pour expression : 


ds^ = (i + p^).dœ^ + 2 pq.dx,dy + (ï 4 - 

d’où : 

E = I + /)- F = p,q G == I 4 - 
et : 

H = v/E.G — F2 = v/i + /)= + 

Maintenant les coefficients du plan tang*ent à la surface sont : 


et : 

Mais : 
donc : 
d’où : 

et ; 


A = — p, B = — q, C=i, 
'Lk.d^x = — 'Zdk.dæ — dp.dx 4* dqdy, 
dp = rdx + sdy, dq = sdx 4- f.dy, 

Zk,d-x = rdxr + 2 sdxdy + tdy- ; 

K = r, W = G' = f, 

E'ff — = r/ — 52. 
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CHAPITRE III 


Sections principales 


‘,i. — Cherchons les directions des axes de riiidicatrice. Ce sont dei 
directions eonjiio’uées par rapport au\' directions asymptotiques ch 
l’indicatrice, définies par : 

W(du, dv) = O 

et par r‘ap[)ort aux directions isotropes du plan lan.^’ent, définies par 


^{du, dv) = O. 

Elles sont donc définies par la condition : 

DT 

Dc?a Dc/y W(dv, dv) II ^ 

dv) R ’ 

^du Dû?y 

puisque du, dv sont des coordonnées homogènes pour les directions 
MT du plan tang*ent. 

^oniles directions principales. Les rayons de courbure corres¬ 
pondants sont dits rayons de courbure principaux, 

L'équation qui définit les directions principales est donc : 

E.ofn 4- ¥.dv ¥.du + (y.dv 
E'.rfw + ¥'.dü ¥'.du + a'.dv " ’ 


D(<^ T) 

le premier membre est uncovainant simultané des Formes 

L’équation aux rayons de courbure principaux s’obtiendra en élimi¬ 
nant du, dv enü'e les équations : 


DT _ g D<î» 
Dr/y Dr/y ’ 

ce qui donne : 

Ë' ^ SE 

F'~-.SF 

ou : 


DT __ g D<î> 
zdv ' ^dv ’ 


F' — SF 
r/—SG 


S‘^(E.G ~ F2) — S(E.G^ + G.F — 2 FF') + E'G' — = o, 


S 


H 

S * 


avec : 
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Formule d*Euler, — Supposons maintenant que les courbes coor¬ 
données soient tang'entes aux directions principales. Ces directions 
sont recta n g* niai res ; donc les courbes coordonnées constituent un réseau 
orthogonal, de plus l’indicatrice est rapportée à ses axes, donc : 


F' = O, 


H =: VEG, 


I ^ E' ^ (i' 

ST KvKG Ô7i^ 


Si nous supposons P = i, O = o, nous avons un des rayons de 
courbure principaux : 


EvEO 

pour P = o, 0 = I, nous avons l’autre rayon de courbure princi[)al : 


et la formule devient : 


I G' 

1^2 Gy/ÊG 


L-i^i . 

l\n ~ Ri R 2 


Mais ici, les coordonnées étant rectang-ulaires, si cest l’angle (MU, MT) 
de la tan«’ente MT avec la direction principale MU, P = cos r;, Q = sin a, 
et nous oldenons \ii formule d'Euler : 

I _ cos2 y ^ sin^ (U 

ïür"““Rr“’^“T^' 

Considérons la tan«‘ente MT' perpendiculaire à MT, il faudra rem¬ 
placer U par o + ^ , et nous obtiendrons : 


I _ sia^o J cos-5/ 

^ R. 

d’où : 

Kn ^ R'n Ri ^ Ra ’ 

donc la moyeime arithmétique desi courbure.^ de deux se.ctiofUi 
normales rectancj niai res quelconques est constante et égale à la 
moyenne arithmétique des courbures des sections normales prin¬ 
cipales. (]ette quantité constante ~ -f s’appelle courbure 
moyenne de la surface au point considéré. 
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Lignes minima 


4 — Eli chaque point d’une surface, il y a dans le plan tangent 
trois couples de directions remai'quables : les droites isotropes du 
plan tangent, définies par dü) = o ; les directions asymptotiques 
de rindicatrice, définies par ^\\du, dv) = o^ et les directions princi¬ 
pales, conjuguées harmoniques par rapport aux deux couples précé- 

dents, qui sont définies D(f/z/ ~5ë ) ^ 

Considérons les directions isotropes, et cherchons s’il existe sur la 
surface des courbes tangentes en chacun de leurs points à une direc¬ 
tion isotrope; ceci revient à intégrer l’équation différentielle : 

*l\dn,dv) = o. 

On obtient ainsi les coarbeH minima de la surface. L’équation précé¬ 
dente se décompose en deux équations du premier ordre, et du premier 

degré en ; donc il y a sur une surface deux familles de courbes 

minima^ et par tout point de la surface passe en général une courbe 
et une seule de chaque famille. Ces courbes sont imaginaires ; le 
long de chacune d’elles : 

ds^ = dx^ 4- dy'^ + dz- = o ; 

c’est pourquoi on les appelle aussi lignes de longueur nulle. Si on les 
prend pour ligaies coordonnées, l’équation ^\^{dn,dv) = o devant 
alors être vérifiée pour du = o et pour dv = o, on a, identiquement : 

E = o G = o, 

et l’élément d’arc se réduit à la forme caiactéristique : 

ds’^ = 2 ¥dn.dv. 


Remarque. — Le calcul nécessaire pour rapporter, effectivement, 
la surface à ses lignes minima a été indiqué, incidemment, au Ch. II 
(p. 22). En général, deux familles distinctes de courbes de la surface 
étant définies pur deux équations 

? (h, a) = const. , é; (//,?;) ==:const., 

où c et 4 sont des fonctions indépendantes, il suffit, pour prendre 
ces courbes comme courbes coordonnées, de faire, dans les équations 
(S) de la surface (p. iq), le changement de pai'amètres /z,n défini par 
les formules : 

Ui = ^i{ux) , . 
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Développables isotropes. — Equations des courbes mininia. — 
En général les deux systèmes de lig'iie minima sont distincts. Pour 
qu’ils soient confondus, il faut et il suffit que l’on ait identiquement : 

EG — F'2 = H^ = q; 


dans ce cas, A- + = o, et les formules fondamentales ne 

s’appliquent plus. Pour étudier la nature d’une telle surface, considé¬ 
rons le plan tang-ent : 

A(X - æ) + B(Y --//) + G(Z - r) = o ; 

ce plan est alors tangent à un cône isotrope, c’est un p/lan isotrope. 
Tous les pions tangents à la surface sont isotropes. Cherchons 
l’équation g'énérale des plans isotropes. Soit : 

ax b y cz d = O 


l’équation d’un tel plan : sont liés par la condition : 

a^ b^ c~ = 0 , 

ou 

{a -P ib) {a — ib) = — c-. 

Posons : 

a + ib = te, a — ib = — y r, 

ou : 

a + ib — te — O, in — ibt -)- c = o ; 


de ces deux relations homogènes en a, b, c nous tirons : 

a _ b _ c ^ 

1 — i(i + / 2 ) — 2 / ’ 

d’où réquation générale des plans isotropes : 

(i) (i — t^)x -j- i{i + t^)y — 2^5 + 9JV = 0. 

Un plan isotrope dépend de deux pai'amètres. La surface considérée 
est l’enveloppe de plans isotropes; si ces plans dépendent de deux para¬ 
mètres, elle se réduit au cercle imaginaire à l'infini. Supposons donc 
([ue 10 soit fonction de t par exemple ; le plan tangent ne dépendant 
que d’un paramètre, la surface est développable, c’est une développa¬ 
ble isotrope. Cherchons son arête de rebroussement. Différentions 
l’équation (i) deux fois par rapporta t. Nous avons, en désignant par 
des accents les dérivées par rapport à t : 

(2 ) — tx ity — 5 -f = O, 

(3) — O? 4- /// -P Mj" = 0 ; 
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■(limtiüus(i l’arrle de i-el)rousseraenl ; (3) donne-. 


X — ly ■= w 


{ 9 ?} s'écrit : 


Z —— 1 (x — iij) + //>' = 

et ( t) devient : 

.r + ùj = t\x - ///) + a/s — ->JO = thi^" + — tx") — 2//) ; 

<roii, pour les équations de l’arête de rebroussement : 

( 4 ) .T — iy — w", X + iy = — am + a/m' — t'io", z = «>' — Iw”. 
Nous en lirons : 

ili^r — iy) = w"'df, d[.r. + iy') = — ihd"di. dz — iw"'di ; 


d’où ; 

dyæ — iy)-d[x 4- m) = — = — r/r- 

ou : 

d{x — iy).d{x + iy) + f/5^ = o, 
dx^ + djf + dz^ = O ; 

la courbe trouvée est donc une courbe minima. fJar(^le de rehronfise^ 
tneni d'une développable isotrope est une courbe mi ni ma. 

Réciproquement, considérons une courbe minima. Los coordonnées 
x^ipz d’uji de ses points sont telles que : 

dx^^ + r/// -h dz- = o. 

Difîerentions : 

dj\d-x + dy.drij + dz.d^z = o ; 
mais l’identité de LagTan^e nous donne alors : 

ldæ-^{d'xY — '^idæ.d^x = — dz.d-ij)- — o, 

c’est-à-dire, A,B»C désii>’nant les coelï-icients du plan oscuialeur : 

A2 + 4- = o. 

Le plan osculateur en an point dune courbe minima est isotrope. 
Toute courbe minima peut être considérée comme Varide de rebrous¬ 
sement dune développable isotrope. 

Il eu résulte que cette arête de rebroussement est la courbe 
minima la plus générale, et que les coordonnées d’un point d’une 
courbe minima qiielcojique sont données par les Formules ( 4 ), où w est 
une lonction arbitraire de L et w\ id ses dérivées première et seconde. 


Remarque. — Ces formules peuvent servir à Tétude des courbes 
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miliima, la théorie classique de la courbure et de la torsion ne s'appli¬ 
quant pas à ces courbes. — Observons à cette occasion que les courbes 
planes situées dans des plans isotropes sont é«*alement. au même 
point de vue. des courbes singTilières. 


Lignes asymptotiques 

5 . — Si nous cherchons maintenant les courbes d'une surface tan- 
H’entes en chacun de leurs points à une as^mptote de l'indicatrice, nous 
sommes ramenés à intégrer réquation : 

II) ^V{dn^dü) — o, 

et nous obtenons les liijnes asymptotiques, (^omme précédemment, 
nous vovons (|u’z 7 y a deux familles de liijue.\ asymptotiques^ et juir 
tout point de la surface passe en yénéral une asymptotique de cha- 
que famille et une seule. 

L'équation difï'éreutielle précédente s’écrit, d’après les remarques 
du § 3 du Ch. II (p. 27), 

)Lkd-x = O. 

D’ailleurs : 

'^Xdx = 0 ; 

mais A,B,G sont les coefficients du plan tangent à la surface ; Téqua- 
tion (i) e.vprime donc qu’il contient, outre la direction dx, dy^ dz, la 
direction r/*%r, dry., d^z, c’est-à-dire qu’il coïncide avec le plan oscula- 
teur à la courbe ; donc les liynes asymptotiques sont définies par la 
condition que le plan oscillateur en chacun de leurs points soit 
tanyent à la surface. En particulier, toute génératrice rectiligne 
d'une surface est une ligne asymptotique, car le plan osculateiir en 
un point d’une droite étant indéterminé, peut être considéré comme 
coïncidant avec le plan tanguent en ce point à la surface. Si donc une 
surface est réglée., un des systèmes de lignes asymptotiques est 
constitué par les génératrices rectilignes. 

Si nous prenons les lignes asymptotiques pour courbes coordonnées, 
nous aurons, identiquement : 

E' = = O, 

et la forme se réduira à la foxme caractéristique : 

m{du, du) = 2F^dn.do. 

Les lignes asym^xtotiques sont réelles aux points où la surface est 
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a (‘oiirljurcs oj)|)Obéos. iiiia^'uiairos aux points ou eüo est convexe. 
Elles sont eu oénéral distinctes, et distinctes aussi des lig'iies minima. 
Xofts (liions examiner les cas cVexception. 

I*» LesHijnes n'iiin’phJiqne- sont confondues. — Prenons ré(|ua- 
tion de la surface sous la Forme : 


r ij) : 


la condition [)oiir (jue 
soient (‘OiiFondiies : 

se réduit ici à : 


les deux familles do 
E'G' — F'- = O, 
rt — 5- = O ; 


lignes asvmptotiques 


Ions li^s points de La surface doioent être parabolujues. Cette équa¬ 
tion exprime que les différentielles totales : 

dp = rllx 4- iidij , dq = sdx + tdy 

sont deux formes linéaires en dx eXdij qui ne sont pas indépendantes, 
c/est-à-dire que les fonctions p et q de x y sont fonctions de rime 
d’entre elles, de p par exemple. Le plan tangent en un point a, d’autre 
part, pour équation : 

pa - X-) + </(Y - y) - (Z - = O. 

ou : 

/>X +• (fi — Z—px + (/y — s. 

Mais ; 

d{px + qy ■— ^) = x.dp + y^dq 

et nous voyons que si dp = o, puisque cette condition entraîne déjà 
dq:=:o, on a en môme temps d(px-\- qy — r) = o, donc px + qy — z 
est fonction de p, de môme que q, et alors le plan tangent ne dépend 
que d’uii seul paramètre, et la surface est développable. La réciproque 
est immédiate, car si l’équation pX qY — Z = px +■ qy — 2 ne 
dépend que d’un paramètre 0, dp et dq sont proportionnels à et 
les deux formes linéaires dp — r.dx -h s.dy^ dq^s.dx + t.dy ne 
sont pas indépendantes. On a donc bien : 


r s 
s t 


= ri — .5® == o. 


Donc les surfaces à lignes asymptotiques doubles sont les surfaces 
déoeloppables^ et les lignes asymptotiques doubles sont les (généra¬ 
trices rectilignes. Pour les développables isotropes, les lignes 
asymptotiques doubles sont confondues avec les lignes minima 
doubles, qui sont les génératrices'rectilignes isotropes. 
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Renuirque. — Pour les surfaces <léveloppables, Tarcte de rebrous¬ 
sement ayant son plan osculateur tancent à la surface doit ùt^-e consi¬ 
dérée comme une lig'iie asymptotique. Cest en effet une iutéi^rale 
siiii^ulière de l’équation ditîérentielle des lignes asymptotiques. 

2° Une famille de lignes asymptotiques est confondue avec une 
famille de lignes minima. — Ecartons le cas des développables iso¬ 
tropes, (|ui vient d’étre examiné. Prenons les li^'ues miuima comme 
coiirljes coordonnées ; alors E = o, G=; o ; et si nous supposons que 
la famille y = c^® constitue une famille d’asymptotiques, dv — o doit 
être solution de dv) o, donc o, c'est-à-dire : 


dX 


dt 

du 

du 

dû 

d.v 


ds 

dû 

du 

do 

d^x 


d^c 

dii'^ 

du^ 



Il existe donc entre les éléments des lignes de ce déterminant une 
même relation linéaire et homogène, soit : 


D.r , ^x 


% 

îji- 


M ^ + N 






M 


d^U 


N 


;>r 

du 


Multiplions respectivement par ” <^t ajoutons. Le coeffi¬ 

cient de M est E = o, celui de N est F, le premier membre est 
I dE 

— ^ = 0 : donc NF = o, et comme F ^ o, puisque les lignes minima 
sont distinctes, N — o, de sorte que : 



dhj 


dii^ 

_ dii^ 

_âi? 

d.r 



du 

du 

du 


Les courbes d= c^*^ sont donc des droites, et, comme ce sont des lignes 
minima, ce sont des droites isotropes. Réciproquement, si les cour- 
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jjçj. _ ^.fe sont (les droites, il existe une Ibnctlon M de ii,v, te 


que : 


y\r 


M 


Ojlî 

du 




M . 

du 



d'où 


2A--=M.i;A?-= O ; 


de sorte que les courbes ü = qui sont des droites miiiima, sont d 
lîg'iies asymptotiques. Donc les surfaces qui ont une famille d'asym 
toticfues confondue avec une famille de lignes rninima sont des su 
faces réglées à génératrices isotropes, et ces génératrices sont i 
asymptotiques confondues avec des courbes mimma, 

3 *' Les deux systèmes (L asymptotiques sont des courbes mini ma. 
Alors les formes (juadratiques ^ et M' sont proportionnelles et : 

E— 

E F ’ 


L'indicatrice en un point quelconque est un cercle, tous les points < 
la surface sont des ombilics. En prenant de nouveau les lignes miniri 
comme courbes coordonnées, les conditions precedentes se réduisenl 
E' = G' = O. En reprenant le calcul comme précédemment, on ver 
(|ue la surface admet deux systèmes de génératrices rectilignes is 
tropes, et réciproquement. C'est une sphère. 


Surfaces minima 


6 . — Ce dernier cas nous a conduit à étudier la surface telle qi 
l'indicatrice soit toujours un cercle. Examinons maintenant le cas c 
cette indicatrice est toujours une hyperbole équilatère. Ceci reviej 
à chei'cher les surfaces pour lesquelles les lignes asymptotiques soi 
orthogonales. Il faut et il suffit pour cela que : 

EG^ + GW — 2FF' = 0, 


ou : 


I , I 

R, R, ~ 
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La courbure moyenne est nulle ; les rayons de courbure en cha(|ae 
point sont opposés ; la suidace est dite une mrfnct* nniiimu. 

Prenons pour coordonnées les lii»iies minima. Alors E = o, G = o, 
et : 

ds- = 2¥.da,dü ; 


la condition précédente donne = o, et : 

dv) = E'du^ -P GV/dL 


Mais : 


D.X* 


Dr 

D« 

iu 

Dzz 

D.r* 

^JL 

Dr 

Dr 

Dr 

Dr 


D^// 

D-r 

DttDr 

DzzDr 



Il existe donc une même relation linéaire et homoi;’*ène entre les élé¬ 
ments des lig’nes, soit : 


Tsu Dr 


" Tyil ^ D/> 



Zübü 



Dr 

Dr 


Multiplions respectivement par ~, ~ ^t ajoutons. Le premier 

1 D F 

membre est- 1 = o : le coefficient de M est E = o ; celui de N est F ; 

2 i>ll 

donc NF= o, et, puisque F ^ o,N = o. De même en multipliant par 

— ^ — et aioutant, ou trouvera M = o ; donc : 

Dr Dr ’ Dr *' ’ 


D^æ D2// D^r 

-= 0, -o, -= o. 

DZ7Dr DaDz? DzzDz) 

k 

Ce qui donne : 

X =/(«) + ?(«), y — <Au) 4- ’IW’ + /.(«) ; 

les surfaces représentées par des équations de cette forme sont dites 
surfaces de translation. Elles peuvent être engendrées de deux 
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mrfnières clijjerenfe.s par la translaiion d'une courbe de forme im 
riable dont un point décrit une autre courbe, Goiisidérous eu efl 
sur la surface les quatre points Uo{uo,üo), 

D'après les formules précédentes, ces points sont les sommets cVi 
■!. n‘.'- . Si, laissant Vo fixe, on fait varier a, le point I 

décrit une courbe (F) de la surface ; de même si, laissant Uo fixe, < 
fait varier o, le point Mg décrit une autre courbe (F^) de la surface. J 
point Mq appartient à ces deux courbes. On peut donc considérer 
surface comme eng-endrée par la courbe (F) animée d’un mouveme 
de translation dans lequel le point Mq décrit la courbe (F'), ou par 
courbe (F') animée d’un mouvement de translation dans lequel 
point Mo décrit la courbe F. 

Pour les surfaces minima> les six fonctions p; 

quelconques. Elles doivent satisfaire aux relations : 

E + cf^ + = O, G = cp '2 + + x'" = 0 ; 

il en résulte que la courbe : 

=/(«). // = ^ = h{u) 

est une courbe miiiima, et si nous nous reportons aux équations gcn 
rates d’une courbe minima, nous voyons que nous pouvons écrir 
F étant une fonction quelconque de ii et F\ ses dérivées succe 
sives : 

\ /(«) ^ /(«) + — ^F(u) + 2uF\u) — u^F"(u 

( h(iij=F{u)--aF\u), 

De meme la ( ^ urbe : 

= ’?iv), y = 'K"), - = X («) 

étant une courbe minima, on aura, G étant une fonction quelconqii 
de V et G', G", G'" ses dérivées successives : 

S ?(n) - i’l{v)=zG''{ü), o(v) + i<h(ü) = — 2 G{v) + 2üG'{v) - o^G\o 
( x(«) = G'(u)-n(?»,- 

d’où les coordonnées d’un point de la surface minima la plus jycnérale 

{ x+iy= - 2F(uj + 2u.F'(a)— u^F''(u)—2G{v) + 2 vG'{v) + ü^G"(o 
j x-zÿ=F''(a) + G''(v), 

[ s=F'(a) — uF"(a) + G'(o') - vG''(v). 

Remarque. Dans le cas ou l’équation de la surface, est mise sou 
la forme 


=/(^. ÿ). 
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1 équation aux dérivées partielles des surfaces miiiima, qui se trouve 
ainsi intégrée est, d’après les formules de la paçe 3() ; 

(i 4 * p^)d + (i 4 - r/2), r — 2 pqsz=: o. 


Lignes de courbure 

7. — Les de courbure sont les lig’nes taag^entes eu chacun de 

leurs points aux directions principales ou axes de l’indicatrice. Ce 
sont donc les intégrales de l’équation : 

M» OH' 0»^ OH' 

o.^/tt o.û^a 0.cl?^^ ’ o.f/tf 

les directions principales étant conjuguées et orthogonales, c’est-à- 
dire conjuguées harmoniques par rapport aux directions isotropes 
et aux directions asymptotiques. Si ces deux couples constituent 
quatre directions distinctes, les directions principales seront aussi 
distinctes et distinctes des précédentes. Il en résulte qu’il n’y aura pas 
d’autres cas singuliei’s pour les lignes de courbure que ceux que l’on 
a déjà rencontrés pour les lignes minima et les lignes asymptotiques. 

1° Surfaces réglées non développables à génératrices isotropes 
(la sphère exceptée). Une famille de lignes minima est constituée par 
des lignes asymptotiques. Prenant les lignes minima comme coordon¬ 
nées, nous avons : 

fï» z= 2¥.da.dv. 

Si nous supposons les lignes u = confondues avec des asympto¬ 
tiques, dii = O doit annuler ; donc : 

W = Kdu^ + 2F'.du.dü. 

L’équation différentielle des lignes de courbure est alors : 

F.dv.rdu - F.du{E\du 4 F\dv) — o, 

ou : 

E\¥.du^ o. . 

Les lignes de courbure sont doubles^ ce sont les génératrices recti¬ 
lignes isotropes gai sont déjà lignes mijiima et asgmptotiqaes. 

2® Sphère. m sont proportionnels, l’équation différentielle est 
identiquement vérifiée. Sur la sphère toutes les lù/nes sont lignes de 
courbure. 

3 *^ Surfaces développables non isotropes. Prenons les génératrices 
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rectllig’nes comme courbes n = ce sont des litj^nes asymptotiqu 
doubles, nous avons : 

= E.ckr -f ‘A^.du.do + G.dü\ 

= FJ.da-^ ; 

réqiialion dilïerentielle (les lignes de courbure est : 

{F.du + ij.dd)E'.dn = o. 

Lea litjnes de courbure août (en fjénératrices recti/if/nes, qui no 
déjà lif/nes asyjnptoiiquen^ et leurs U'ajectoiren orthocjoaalen. 

!sp Surfaces développables isotropes. Prenant pour courbes o 
les lignes minima doubles confondues avec les liü;mes asymptoli(|u 
doubles» nous avons : 


‘ 1 ) = ^V=FJ,did. 

L'équation aux lignes de courbure est identiquomoul vcriliée. S\ 
les développables isotropes tonies les lif/nes sont liynen de coiirbur 

5 ® Plan. — Pour un plan, les courbes minima sont des droites 
et toute ligne du plan est asymptotique et ligne de courbure. 

Remarque. — Pour que les courbes coordonnées soient lignes ( 
courbure, il faut d’abord qu’elles soient orthogonales, donc F = 
L équation différentielle des lignes de courbure se réduit alors à 

EF'da^ + (EG' — GEO dudv — GFW = o. 

Donc, en écartant les cas singuliers, le fait que les lignes de courba 
sont les courbes coordonnées est caractérisé par les identités F = 

r = o. 

Oü a vérifié au Ch. Jl, | 3 , que l’identité seule F' = o exprime (|i 
les tangentes aux courbes coordonnées ont, en chaque point de la su 
face, des directions conjuguées, ce qiFou exprime en disant que c^ 
courbes forment un réseau conjugué. 

On peut caractériser les lignes de courbure, d’après cela, en disa 
qu elles forment un réseau conjugué orthogonal. 
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Courbure géodésique 


8. — Examinons maintenant la deuxième tbvmule fondamentale 


SÎll 6 _ I 

~R~ Tï^ 


l\\dudh^ — dodhi) — 


I r DE 


du- -|- — dudu 4- (— — -i ™ \ dv' Edn 4- FrAi 


/ — i- — \ du' 4* — dudn 4- -i ^ dv^ Fdu 4- ijdv 

\ Zu 2 D 7 > / D// 2 Df» 


hV/n* 

jdu 


ô est Tang'le (MN,]VIP) de la normale 
principale avec la normale à la surface 
(I i). Soit G le centre de courbure. Con¬ 
sidérons la droite polaire, qui rencontre 
le plan tangent eu G sur MN' : 

MG = MG cos (^0 — ^ = MG sin e. 

MG est ce qu’on appelle le rayon de 
courbure géodésique R^. On a donc : 

R = sin Q. 

Le point G est le centre de courbure géodésique, La projection du 
centre de courbure géodésique sur la normale principale est le centre 
de courbure. L’inverse du rayon de courbure géodésique s’appelle 
courbure géodésique. Son expression ne dépend que de E»F,G et de 
leurs dérivées ; la courbure géodésique se conserve quand on déforme 
la surface, 

Ghei'chons s’il existe des courbes de la surface dont le rayon de 
courbure géodésique soit constamment infini. De telles courbes sont 

appelées lignes géodésiques. Alors est constamment nul, et 

si ces courbes ne sont pas des droites, comme'R n’est pas constamment 
infini, sin 8 = 0. Le plan osculateur e.st normal à la surface en 
chaque poirU de la courbe et réciproquement. Toute droite tracée 
sur la surface est, du reste, évidemment une ligne géodésique, et peut 
être considérée comme satisfaisant à la condition précédente. 
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Les liû^nes ^éotlésic[U6vS sont dcfiiiios par uno or|iiatioii dillovontiollo 
de la Forme : 

y" = cl>(y, ü, z/). 

De l’étude des équations de cette forme il résulte qu’// y a en (jénê- 
ral une Uyne géodésique et une seule passant pci p chaque point de fa 
surface et tangente en ce point à une direction donnée du plan tan¬ 
gent, Il y en a en général une et une seule joignant deux points 
donnés dans un domaine suffisamment petit. 

Prenons pour lifii'nes coordonnées les lig'nes minima. Alors : 

E = G = o et —F2. 


L’t^uation ditférentielle des lignes géodésiques devient : 


■ ^\du,cr^ü — dv.dhi ). 


Dw 


diy^ Vdv 

du- Vda 


= O, 


ou : 


du.d^v — du.d^ii + du.dv^ — du-.dv = o. 

ZVy 7>ll 


On voit qu’elle est vérifiée pour da = Oy do=o. Ainsi les lignes 
minima sont des lignes géodésiques. 

^Remarqae. — Si le plan oscillateur se confond avec le plan tangent, 
le centre de courbure se confond avec le centre de courbure géodé¬ 
sique ; et si, en particulier, on considère un plan, dans ce plan la coiir'^ 
bure géodésique n'est autre que la courbure. Il en résulte que les 
lignes géodésiques du plan sont les droites de ce plan, ce qu’on 
vérifie facilement par le calcul. 

Définition directe de la courbure géodésicjue. Considérons sur la 

surface une courbe (G) et une famille 
de courbes (K) orthogonales a (C). 
Sur chaque courbe (K) portons à 
partir du point M où elle rencontre 
la courbe (C) une longueur d’arc 
constante MN. Pour chaque valeur 
de cette constante nous obtenons une 
courbe (G^) lieu du point N. Pre¬ 
nons comme courbes coordonnées 
{v = G^e)^ les courbes (G), (C%.., la 
courbe (G) étant v ==: o.; et prenons 
les courbes (K) comme courbes coor¬ 
données (w = G^®) ; nous pourrons 
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prendre pour coordonnée v la long-ueur d’arc AIN. Considérons alors 
le carré de l’élément d’arc : 


ds^ = E du- + 2F,du.dû + 


La courbe n=: 0 est orthog’onale à toutes les courbes (K), donc, quel 
que soit ii : 

F(w, o) = O ; 

V représentant l*arc AIN, on a, pour du = o,^r/.s*- = f/n-, d’où G = i, 
et aloi's : 

ds-E.dii^ -h 9F. du Mo 4- di)-. 

Nous supposerons que ii représente l’arc de la courbe (C). Alors 
pour D = 0, ds du^ donc : 

E(w,o)= I, 

et sur cette courbe (C) : 

H2=E.G — F2=: I, 


d’où, par exemple, H = i. On a donc pour cette courbe (C) : 

Edii 


sm 


I 

7 h^ 


1 

2 


2 


Ff/w 

\du 2 du J 

Pour la courbe (G') nous aurons, en désignant l’arc de celte courbe 
par s' : 

dd^ = E.c/^^^ 


d’où : 

ds'=sjEdu-, 

et si nous prenons la dérivée logarithmique par rapport à o : 

'^^ du Z^loffVÉ ^ I gE 
dv 2E Da 


Si on fait tendre v vers zéro, (G') tend vers (C), E tend vers i, et a la 
limite : 


dd 
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On con<‘lut donc, en mettant la lettre .ç, an lien do /^ pont- dosi$*'i 
Tare de (C). 

__i_ sin 0 _ I ^ dfi I 

R<7 R \ / 7» — O 

ce (|ui donne une définition de la coiii*înii‘e g*éodési<{iie n’empvLiiila 
aucun élément extérieur à la surlace : s et désignent les longuon 
d'arcs homologues sur tCH et (C'), et n est la longueur d'arc constante ]\ 
comprise entre ( G') et (G') sur les courbes (K). Gette définition re 
intuitive l’invariance de la courbure ^‘éodésique dans la (Jêformnti 
des surfaces. 

Remarque. — Les considérations qui termijient le (*ba|)iti*e pré( 
dent conduiraient à introduire, en merne temps que la couiLuro gt 
désique, l’élément géométrique 

sia doo _ Pidif 4“ rdv 

^ \ <> {dn, do) ' 

qui, comme la courbure normale, ne dépend que du rapport , c’ei 

H-dire de la direction de la tangente. Mais il n a de sens précis que 
on a particularisé le choix des directions origines tangentes MO : c’( 
la torsion géodésique d’une courbe tangente à la proposée et Faisant 
angle constant avec les directions origines qui correspondent h s 
divers points. 


Propriétés des lignes géodésiques 


9. — Supposons en particulier que toutes les courl>es (K) soient d 
géodésiques. Avec les mêmes conventions que précédemment, du — 
doit être une solution de l’équation difVéreiitielle des lignes géoc 
siques, ce qui donne l’identité : 


O 


I 
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Jonc. F est une fonction de n seulement, et <*omme F = o pour 
7 ) = O, F est identiquement nul, et : 

et alors toutes les courbes (G) coupent ortho^oualement les g’éodé- 
siques (K). Donc sf nous considérons une courbe (G), si nous menons 
en chaque point de (G) la géodésique qui lui est orthogonale, et si 
nous portons sur chacune de ces géodésiques un arc constant, le lieu 
des extrémités de ces arcs est une courbe (G') normale aux géodési- 
qiies. Nous obtenons ainsi les courbes parallèles sui- une surface 
quelconque. 

Réciproquement, si nous considérons une famille de géodésiffue.^ 
et leurs trajectoires orthogonales, ces trajectoires déterminent sur 
les géodésiques des longueurs d'arc égales. Toujours avec les memes 
hypothèses, les courbes a = G^® et u = G^® étant orthog-onales, 
F = o. Les U = étant des g’éodésiques, il faut que : 


G 

2 Da 

G O, sans quoi les courbes n = G^® seraient des courbes minima, 
düuc^= 0 et G = î?(u). Galculons alors l’arc d’une courbe (K) com- 
pris, entre la courbe v = Vq et la courbe v = : 

ds' = Gdv- = 
et : 

v\ 

v'o(y). dv ; ' 

•'Pu 



= _lG-f/i>2 = o. 
2 


s est indépendant de u^ l’arc est bien le môme sur toutes les i^éodésiques. 
Si on prend encore pour v Tare sur les courbes u = c*® : 

ds^ = ¥jdu- d- dv-, 

et cette forme est caractéristique du système de coordonnées 
employé, constitué par une famille de géodésiques et leurs trajec¬ 
toires orthogonales. 

Prenons alors sur la surface deux points A,B. Il existe une li^ne 
^^éodésique et une seule dans le domaine de ces deux points et joi- 
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!<nant ces deuï points. Considérons la comme appartenant k 
famille de géodésiques voisines qui ne se coupent pas dans le dom 
et prenons ces y.',.’-'-: p.:- et leurs trajectoires orthogonales co 
courbes coordonnées. Soit alors une ligne quelconque de la su 
allant de A à B, et définie par l’équation : 

Si A a pour coordonnées n», Vo ; ot si sont celles de B, la 
gueur de l’arc AB de cette ligne est : 

/*"* v'Ec/n® + = f ‘ V'ËC/if), v)f%v) + I . fliK 

J O 

Cette intég‘rale est visiblemeat minima si/'(y) = o, c’esl-à-dire 
courbe joig-nant AB est la g'éodésique. Donc, da?is nn domaine .<?; 
somment petit entourant deux points dune surface, la (jéodês^ 
est le pins court chemin entre ces deux points. 


Torsion géodésique 

10. — Etudions enfin la troisième formule fondamentale : 

Eda + rdü F'du + GV/n 

Fjdu + Fdü Fdu + Gdn 

Si 0 est constant, et en particulier constamment nul, la formule j 
cédente donne la torsion ; elle donne donc en particulier la tors 

d’une géodésique. L’expression précédente ne dépend que de^~, c’ 

à-dire de la direction de la tangente. Considérons alors sur la suri 
une courbe (C) et un point M. Il existe une géodésique tangente à 

au point M et est la torsion de cette géodésique. C’est pourq 

T^'ds torsion géodésique. On voit ainsi que la tors 

géodésique en un point dune courbe est la torsion de la géodésit 
tangente en ce point à la courbe donnée. Posons : 

I _I d% 

T ds 

F(f est le rayon de torsion géodésique. Contrairement au rayon 
courbure géodésique, il change dans la déformation des surfnrp^ 


I i 
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La formule précédente montre que la torsion e^éodésique est nulle 
si la direction da^ du est une direction principale; la torsion f/éodr- 
s/r/ur est nulle pour toute courbe tangente a ujie ligne de courbure. 
Il en résulte que les lignes de courbure ont une torsion gèodésique 
constamment nulle {Théorème de Lancret). 

~ est le quotient de deux trinômes du deuxième deu'ré en du, diK 

on peut donc étudier sa variation. Prenons pour courbes coordonnées 
les lig*nes de courbure, de sorte que (§ 7) F = F' = o, et : 




^{E'G^G^FMudv 


duch, 

V E G / ils ds 


Si nous revenons aux notations employées au | 2 pour l'étude de la 
courbure normale, les paramètres directeurs de la tang-enle dans le 
plan tang'ent sont : 




O; 


v'r —• 


et alors : 



les rayons de courbure principaux sont : 


E' I __ I G' . 

1^1 v^EG E ’ Ri y KG 


d’où : 


Ty—( r, R,.)^Q 

d’où In formulé diOssian Bonnet^ analos^'ue à la formule d’Euler : 


Théorèmes de Joachimsthal 


TI. — Considérons une courbe (G;intersection de deux surfaces ; le 
plan normal à (C) en l’un de ses points M contient la normale princi- 
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pale .MP à lu œui-be et les normales M\, MN, aux deux su rinces. 
Soit V l’antï-le des normales MN. M.\, ; 0 . 0 ' leurs ano-les avec IMP. 

V = 0' — 9 ; 

mais : 

I clH _i_ £ db' _ I 

T^7h'~ Tff T ~ TV 

d’où eu retranchant : 

r/V _i_ 

ds—Tff TV/ • 

Supposons alors (|iie (Cl soit lig-ne de courbure des deux surfaces; 

d\^ 

et sont tous deux nuis, = o, V est constant. D’où les 
y g Vg ds 

Théorèmes de Joachimsfhal : Si deux surfaces se coupent suivant 
une ligne de courbure^ leur angle est constant tout le long de cette 
ligne^ et la mùme formule montre immédiatement que réciproque¬ 
ment : si deux surfaces se coupent sous un angle constant, et si 
Vintersection est ligne de courbure pour t'une des surfaces, elle est 
aussi ligne de courbure pour Tauitre. Sur un plan ou sur une sphère, 
toutes les lignes sont lignes de courbure ; donc si une ligne de cour¬ 
bure d'une surface est plane ou sphérique, le plan ou la sphère qui 
la contient coupe la surface sous un angle constant, et réciproque¬ 
ment, si un plan ou une sphère coupe une surface sous un angle 
constant rintersection est une ligne de courbure de la surface. 
Enfin si un cercle est ligne de courbure d’une surface, il y a une 
sphère passant par ce cercle qui est tangente à la surface en un point 
du cercle, et, par suite, en tous les points du cercle. Donc toute ligne 
de courbure circulaire est la courbe de contact diune sphère inscrite 
ou circonscrite à la surface. De même toute ligne de courbure rec¬ 
tiligne est courbe de contact diin plan tangent à la surface en lous 
les points de cette droite. 
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LES SIX INVARIANTS. — LA COURBURE TOTALE 


Les six invariants 


I. — Dans l’étude des courbes tracées sur nue surtace (S) ne sont 
intervenus que les coefficients des deuv formes ({uadraliques fonda¬ 
mentales : 

, ^(dn^ du) = ds- = Edur -f- ^Eda.dv -f- Dt/n-, 

Wi^du, dü) = ^k.d^x = E'dn^ -f tiFdii.do 4- &dv^ 

et les différentielles de u,v, considérées comme les fonctions d’une 
variable indépendante i qui correspondent à chaque courbe particu¬ 
lière considérée. 

Si Ton déplace la surface (S) dans l’espace, sans la déformer, et 
sans chang'er les coordonnées superficielles u, o employées, ces 
formes quadratiques demeureront les mêmes, de sorte que /eara aiæ 
coefjîcienis E, F, G, E'. F', G' sont six invariants différentiels^ pour 
le groupe des motwenienis dans ('espace. 

Gela résulte, pour la forme ds^ = {du, do)., de ce qu’elle repré¬ 
sente le carré de la différentielle d’un arc qui reste le même dans les 
conditions énoncées. 

Dès lors H = \/EG — F^ est un invariant, et la formule : 

■^■(du, du) = m(da, du). . 

I\ 

dont tous les facteurs du second membre sont invariants, montre que 
U‘ est encore un invariant. 

Il n’y a du reste aucune difficulté à vérifier, par an calcul direct, 
riiivariance des six coefficients sur les formules qui les définissent : 


(0 


.ç, tx _ 

du dv 

F, 

Kë)‘=«' 

(2) 

s 4 — E' 

* ^«2 ’ 

S4 - 

= F', 

ÏAg=ü', 
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OÙ A, B, C sont les trois (létcrmiiiants Ibactiomicls : 


V ^ 

D{ii, V) ’ 


R — r 

D(u,v) ’ ■ 


Ha P pelons enfin que : 

H = ± VÂ^Tb^T^ = ± VËcTl^* 


La forme de la surface définie par les six invariants 

a, — Supposons maintenant que E, F, G,E^ F', G' aient été calculés, 
en fonction de u, v, pour une surface (S) particulière : 

(3) X v), y = y[u, v), s = /i[u, ^>) ; 

et considérons les équations (i), (2) comme un système d’équations aux 
dérivées partielles, où æ, //, xr sont les fonctions inconnues, if, o les 
variables indépendantes, et E, F, G, E', G' des fonctions données. 
En vertu de l’invariance que nous venons d’établir, ce système dific- 
rentiel admettra comme intégrales, non seulement les fonctions (3), 
qui définissent (S), mais encore toutes les fonctions : 

f x = Xfj + 

( 4 ) ] y= Uo+^?f+'?'!/h, 

{ s = So + '{/ + 'fd 4 - 

qui définissent les surfaces obtenues en déplaçant (S) de toutes les 
manières possibles, lorsqu’on donne à Xq, yo, Zo, toutes les valeurs 
constantes possibles, et à a, y, a', y';, a", y" toutes les valeurs 
constantes compatibles avec les six conditions d’orthogonalité bien 
connues. 

Nous obtenons ainsi des intégrales dépendant do six constantes 
arbitraires. Nous montrerons que le système (i), (2) n’en a pas d’au¬ 
tres ; ce que nous exprimerons en disant que la forme de la surface 
est entièrement définie par les six invariaiits E, F, G, K', F^, G^ 

On démontre dans la théorie des équations aux dérivées partielles 
que, dans tout système dont rintéyrale générale ne dépend que de 
constantes arbitraires, toutes les dérivées partielles d'an certain 
ordre peuvent s'exprimer en fonction des variables indépendantes 
et dépendantes et des dérivées d'ordre inférieur. Nous allons vérifier 
d’abord qu’il en est bien ainsi pour le système (i), (2b 
Différentions les équations (i). Nous obtenons les formules déjà 
utilisées : 
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V _ i_^ î>-.r _j_ ?E dx d 2 ./.*_oF_i_ . 

^ î>a- 2 :>lt ^ "" dît D^/D/^ 2 0?) ’ “"du 0^’- 2 ?U ’ 

V ^ ^!£_^ i_ 2M V ?i£ _^ dg s- ?ir_i_ ^ • 

2 m 2 &i> ’ î>?.» D^^D^» 2 Dm ’ "" D/^2 2 D/» 

et Ton prévoit qu’en associant ces équations aux équations (2), on 

obtiendra effectivement les expressions de toutes les dérivées du 

second ordre en fonction de u,v, —, —, —, —, . 

du dv du du du du 

Pour faciliter ce calcul, nous introduirons les cosinus directeurs de 
la normale : 

(6) ' "" 


A 


:x = jj, 


c 

v = ^; 


et nous substituerons à la forme ^Xdrx la forme : 

(7) ^\A-x = ^"^k.d}x=L,da^ + 2lslula.dü 4 - N.f/u’ 

\ // JJ 


ou : 


L-r, h’ 


(8) ^ H ’ ~ H ’ H ’ 

les équations (2) sont alors remplacées pav les équations : 


(9) 

Posons ensuite : 


n^=L, 

3 ü= 


n—=M, 

düdü 


r.^ = N. 

dv^ 


?j£. 

D«2 ■ 

dll^ 

d-ii^' 


dx 

+ 

L" 

dx 

+ 

L'"a, 

du 



do 


iR. 

+ 

L” 


+ 

L'V- 

du 


dn 


Dr 

rüï 

+ 

L" 

Dr 

dv 

+ 

L'S, 


V, L", V étant des coefficients à déterminer; nous eu déduisons : 


2!2?!£==EL' + FL", ^:^^=FL' + GL^ ng=L'"; 

du dU^ 


La troisième de ces conditions montre que L'" = L : et les deux pre¬ 
mières, en tenant compte des formules ( 5 ), sont deux équations 
linéaires qui fournissent et U. 

En opérant de meme pour les autres dérivées, on obtient les résul¬ 
tats suivants ; 
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d\T 

= L' 

dx 

+ 

L" 

d_x 

+ 

LA, 

dï? 


du 


dv 



d\v 

= M 

,dx 

+ 

M" 

dæ 

+ 

M.À, 

dudV 


Va 


do 


d\r 

= N' 

dx 


N" 

dx 

+ 

N.a, 

dv^ 

du 


dü 



avec les équations auxiliaires : 




FL' + üL"=y — 

2 do 


(l'i 


Ex\r + FM" = - 


I 2Ë 


2 do 


FM' + ÜM" 


1 üvG 

2 do 
I dG 


E\' + FN" = _ i ^, FN' + ÔN" 

2 du 2 do 


(Foii Tou déduira les valeurs des coefficients L% M', M", N', N". On 
remarquera qu’elles ne dépendent que des coefficients E, F, G de Télé-, 
ment linéaire ds- = <ï> (du, dv), et des délavées premières de ces 
coefficients. 

Enfin, les memes équations (lo) subsisteront pour les autres coor¬ 
données y, s \ il n y aura qu’à y laisser les memes coefficients, et à y 
remplacer la lettre œ par la lettre y ou la lettres, en mémo temps 
qu’on changera a eu a ou eu v. 

Nous concluons de là que si on connaît, pour un système de valeurs 
de u,ü, les valeurs de n?,//, z et de leurs dérivées premières, on pourra 
calculer les valeurs de leurs dérivées secondes, et, par des difïerentia- 
tions nouvelles, celles de toutes leurs dérivées d’ordre supérieur; et 
par suite les développements en séries de Taylor d’une solution quel¬ 
conque ne peuvent contenir d’autres arbitraires que les valeurs initia¬ 
les de : 

dæ dx dij dy ds ds: ^ 

’ ~dü' dv' 'Ïz7’ ^dô" 


qui sont d’ailleurs liées par les équations (i); et, lorsque ces valeurs 
initiales sont données, l’intégrale est entièrement détermiué(‘. 

Donc, pour prouver que les équations ( 4 ) donnent l’intégrale géné¬ 
rale, il suffit de montrer que les fonctions æ,y,z définies par ces équa¬ 
tions ( 4 ) peuvent satisfaire aux conditions initiales énoncées. Or, si 
nous introduisons les cosinus directeurs //, v' ; [d', des tan¬ 

gentes MU, MV’' aux deux courbes coordonnées qui passent par un 
point quelconque M de la surface, nous savons que : 


dx 

'du 

dx 

dv 


= V V'-E, 


p/ VE, 


du 


ds 

du 

ds 

do 


= '/ VJE\ 

= v«' y/G'; 
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et les conditions (i) se réduisent k : 


V)/2 ^ 


I, 


IX'A" = - 


,EG 


= eus OJ, 


6 j étant rang*le UMY. 

Les conditions initiales sig-nilieiit doue que Ton se donne arbitrai- 
i^ement la position du point 'SI qui correspond aux valeurs initiales 
de V, et la direction des tan£»‘entes ML, MV, sous la seule réserve 
que ces directions lassent entre elles le même angle qu'elles font au 
point correspondant de (Sj. 11 y a donc bien une des positions de (S) 
qui satislait à ces conditions, et notre résultat se trouve définitivement 
établi. 

Remarque. — Le laisonnement précédent serait en défaut, si les 
courbes coordonnées étaieiit les lignes niinima (car alors E = G = o). 
Mais il suffit de remarquer que si 4> et sont connues pour un sys¬ 
tème de coordonnées n, on en déduit leurs expressions pour un 
autre système de coordonnées ii, l\ en y elï'ectuant directement le 
changement de variables correspondant. Notre théorème est donc 


vrai pour tout système de coordonnées superficielles, dès qu'il est vrai 
pour un seul. 


Les conditions d’intégrabilité 


3 . — Les coefficients des formules (lo) satisfont à cei*taines condi¬ 
tions. dites conditions d'intéqrabUité, qu’on obtient, daprès la 
théorie des équations aux dérivées partielles, en écrivant que chacune 

des dérivées du troisième ordrea la même valeur, uu'ou 

oU-vV oU'î^V- * 

l’obtienne en difierentiant l’une ou l’autre des formules (lo). 

Pour obtenir ces conditions, il est commode d’avoir des formules 
qui donnent les dérivées des cosinus directeurs a, p, v de la normale. 
Ces cosinus sont définis par les équations : 




= O, 


l-A- = 1, 


qui donnent, par différentiation: 


! 

2 ev.r_ 


— L, 

V Dj? _ 

’dll 

-ÜX 

(I2) j 



_ 

V _ 

_V/ 

en/ De 



Dü au 

" ‘3ü2 

f 

l 

O 

II 

|r 



lA-~= 0; 

r»7> 



■M, 

-N, 
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Si donc on pose, en suivant la même méthode qu au paraf»T 
précédent. 


( -^-i = p' 

i D« 

D./; 

'dût 

+ p"^ 

+ p>., 

DÀ _ 

Dy 

Q'- 

^ au 

4- 

U" 

D.C 

dît 

+ i 

11 

ia 

+ p"^ 

^ Dy 

4- PlJ^, 

_ 

Dy 

0'-^ 

zu 

4- 

</ 

Do 

-hÇ 

( 1^=^' 

Dr 

DÛ 

+ P"— 

Dy 

+ Pv, 

Dv _ 

Dy 

Q' — 

+ 

0" 

Dr 

Dy* 

+ <• 

on trouve : 










V ^^,z; DÀ 
“* Da iii 

= EP'+FP", 

y DJ^* DÀ 

Dy Dtt 

= FP' + GP", 

^Sk 

DÀ 

Dy 

• = 

p= 

Do; DÀ _ 
^ D« Dy 

= EQ' + FO", 

y Dec ^ _ 

Dy Dy 

: FQ' -P GQ", 

Ik 

DÀ 

Dy 


Q = 


d’où : 


(i3) 


DA 

DÛ 

DA 

'dû' 


f P"--', 

Dy ’ 


les coefficients P', P", O', O" étant déliais par les équations : 


. .. i EP'+FP'^=~L, FP' + GP" = —JM, 
j £Q' + FQ"=:_ M, Fy' + GO"= - N. 


11 suffira, pour {j., v, de changer x en y, et en £, respectivement 
Nous achèverons le calcul, en supposant la surlace rapportée a 
lignes minima. Les calculs précédents se siniplilieut alors beauc( 
Si nous appliquons directement les lormulcs trouvées, on te 
compte du fait que E et G sont nuis, nous obtenons, pour les 
mules (u) : 


V = O, V 


: , M» = O, M' = O, N" = , iN' : 

D« Dy 


et pour les Formules (i 4 ) : 

P" —_ ( \>t _ M ..,_ N . 

F ’ F ’ y — "F ’ y — TT ' 


c’est-à-dire : 


10 ) 


_D log* F Da; , T - 

Dh2 • "5^ 

DwDy 


rJM.À, 
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(lO) 


Dw 

dV 






bu 

d^U 

t^æ 

^ii 


+"V:> 

Tsv) 


4 " 


DiHéreiitioiJs par rapport àla première é([LuiLiüii {i5), en teiiajit 
compte des équations (i 5 ') et (iG): 


Z'Kr 1 

^ D2 lo«-F 


1^^'- 

LM 

D,/- 

/\,Dlo‘rF , dL\ 

Dm^Dm \ 

^ DmDm 

F ) 

D« 

F 

D,. + 

dJ 


DiÜérentions de meme par rapport à u la deuxième équation (lô) : 


_D 3 .^ 


F ■ nw F i>n ^ ' 


et en ég*alant, nous obtenons : 

^ V 0«D/- K + \ ?« ^ .V 


— y.= O. 

J 


C’est là une couditioii de la forme : 


S' ?£ + S" — + S>. = ü, 

Di/ ^ Di» ’ 


et en reprenant le ménie calcul, pour// et r, un obtiendrait les condi¬ 
tions analoj^’ues : 

S'?£ + S-'^+SiL^o, 

7SU Du 

+ S" ^ + Sv = O. 

TSH Zo 

On en conclut qu’on a nécessairement S= S' = S" = o, c’est-à-dire 
ici : 


(i8) 


D'MoifF LN —AP , DL DM 

-a— — ^ = 0, 31 —4-— — — 

ZuZo !■< Dm Dm Dm 


et ces conditions entraînent la condition (17). 


En ég’alant de meme les deux valeurs de 


z'\r 

dmDm2 


on obtiendra les 


conditions qui se déduisent de (18) en écliang’eant les rôles des varia¬ 
bles ü ; cela ne modifie que la seconde de ces conditions. 

T _ Mi.'^ _ ,i>! t ' „. « • 
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:yu ^u ~ l>n 

î^noirF LN — 

e^/iDp F 

rv Iqo- F DM _ 

D/’ Do Dfi 

et re sont là, (raprès la théoriedcs équations dilî*creiitielles, les seules 
conditions d’iiité^'iTibilité du svstème considéré. 



Courbure totale 


La deuxième des rornuiles précédentes, due à Gauss : 

, dMo^-F LN —M-i 

—î;^ 

foiiduit à une conséquence importante. Reprenons en efîet IVapialiori 
aux rayons de courbure principaux, ([ui est ici 

H2 (LN — W) 4- 2 SPHM — = o, 

où : 


S = 


II 


Elle s’écrit : 


d’où : 




I _ LN — 
R1R2 F 2 


c’est-à-dire, d’après la formule ( 20 ), 


(21) 


1 __ F ^ 

R1R2 F DZïDo 


le produit des rayons de courbure principaux ne dépend que de 
^élément linéaire ; il se conserve donc dans la déformation des sur¬ 
faces, Ou doiiiie à —le nom de Courbure totale, 

KiH2 

Remarque, — Les surfaces à courbure totalejiulle sont caractéri¬ 
sées, d’après ce qui précède, soit par la conditioa LN — INL^ = 0 , ou 
E'G' — F’- = O, qui exprime que la surface considérée est l’enveloppe 

de 30 ‘ plans — (page 46) — ; soit par la condition — ^ 

exprime, l'élément linéaire étant ds- = ^Fdudv, que la surface est 
applicable sur un plan (page ^4). On en conclut donc que les surfaces 
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applicables mr an pian sont les surfaces développables CI*. Ch. V, U • 

Représentation, sphérique. — De même que roii a t'ait correspon¬ 
dre à une courbe son indicatrice sphérique, on peut imaiçiner une cor¬ 
respondance entre une surface quelconque et la sphère de ra^on i, 
1 homologue d’un point (zz, v) de la surface étant le point {/, a, v). A 
une aire de la surface correspond une aire sphérique. La considéj^alioii 
de la limite du rapport de ces aires lorsqu’elles deviennent inhnirnent 
petites dans toutes leurs dimensions va nous conduire à une défini'^ 
iion directe de la courbure totale. 

L’aire sur la surface a pour expression : 


= //v'A' + dndv = JJ H dado, 

Pour avoir l’aire homologue sur la sphère, il faut d’abord calculer 
1 élément linéaire cù? 4- c/v^. D’après les formules i itq ; 




IL 


d’où : 


du + ^ dv=^ (m ^ /n ^ + M 

^v b \ De / h \ Da De / 


:i(/>-® = -LrM*.aFrfHf/y+ aLMF.c/H* + aMNF.(/i>> + aLKF.tliiJe, 

Pour la sphère, la fonction analogue à H est donc : 


v/< 


LM2N (LN + Wr- LN—LA —AP 


F2 F2 ~ /F 

et l’aire sphérique a pour e.xpression : 

P LN —AP 


H 


^'=// 


H 


dndv ; 


ce qui peut s’écrire, en remarquant que : 

dAù = H. dndv, 
LN — 


donc : 






R-iRa 


dA-f : 


le rapport des aires homologues sur la sphère et sur la surface a 
donc pour limite la courbure totale^ lorsque ces aires deviennent 
injîniment petites dans toutes leurs dimensions. 
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Coordonnées orthogonales et isothermes 


4. — Pour éviter Tempioi des imaginaires dans les considérations 
qui précèdent, nous introduirons un nouveau système de coordonnées 
ruiviliii’iies. La surface étant supposée réelle, nous choisirons d’abord 
les coordonnées minîma de façon que //, v soient imaginaires conjii* 
gués. Nous poserons donc : 

n = u’ + w\ i) == u' — 

v' étant des quantités réelles. Nous en tirons : 

du = du' + idü\ di) = du^ — idv\ 


d’où : 


dndv = du'- 4 - dd-. 


L'élément linéaire prend la forme : 

daP- = 2F. dndv = 2F -P dd-') ; 


les coordonnées w', d sont orthog'onales ; on leur donne le nom de 
coordonnées orthogonales et isothermes. On peut dire que ces cooî^- 
données divisent la surface en unréseau de carrés infiniment petits. 
Considérons en effet les courbes coordonnées u', u' + A, u' + uh.. ^ 
etd, d 4- A, d 4- 2A... ; si on prend rua des quadrilatères curvilignes 
obtenus, ses angles sont droits ; ses côtés sont y/2F du' et \J .dn'^ 

c’est-à-dire y/^F.A, aux iiifiniments petits d’ordre su[)érieur i)rès; ces 
arcs sont égaux. 

Avec ce système de coordonnées particulières, en dé'«iii‘naiil j)ar 
E, F, <T, H les valeurs des fonctions analogues àE, F, (r, H, nous avons 

E = 2F, G = 2F, E = O, = E G - F2 = 4F2, H = 2F, 
donc : 

ds^- = H {did^ 4- dd^-). 


Mais nous avons, pour une foncti(ÿi 4 > quelconque : 


Qtï» D<î> D4» D<ï» 

D/» ’ d7 


d'e 


et : 


^2 

\ du ? 


^ 

dip ^ dî/djy * 


du^v 


_/ 


dH>' 
dlldu ■ 


’ 
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D’où, par conséquent : 


lo^F _^ loff H loff fl D- 


En supprimant les accents et les traits supérieurs, nous obtenons 
les formules suivantes, en coordonnées orthoiçonales et isothermes: 

ds^ = Uidn^+ dv% 

I _ I / d 2 log H lo^* 

RiRa’^ aH \ /* 

Nous, poserons encore : 

'lld^x:=hdu^ 4- 'J^ldiidv -f NV/ü-. 

L'équation aux rayons de courbure principaux sera : 

(LN - !\P) - |(L + N) + |^= 0 , 


et on aura : 


_j_ LN — IVP 

R1R2 H 2 


Calculons la représentation sphérique. Posons, comme au § 2. 


I 


__L_ 

UL 

./-!_ 

V/H 

i^ii ’ 

\H ■ 

■ DW ’ 

v'H 

I 


1/ - I 

UL 

y» -L- 

V'H 

?/• ’ 

'■“v'iï • 

dr ’ 

v'H 


1 _ -?£- 


De la relation 
nous tirons : 


r>..i^ = o. 

du 


D’autre part 


—= — 5 ——VH.SV:P; 
;>//2 ;>« 


de môme : 


_ __ 4 r • 

" ' y/H ’ 

_ ni!®.— _ s—’ — = — v/hs'a"— , 

iu ^0 ' :>u' 

" ■ ~ \/H ■ 
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1)011 trois équations en ~ • Multiplions respectivement par 

*• d^lf ?// 

/. /" et ajoutons, il vient ; 


et (le meme : 


D>._ ^ M 

H Dz/ H ‘ 

i)£A_ k ?iZ- M r^// 

H ' H * Dp ’ 

_ L ?£__^ ^ 

H ’ Dh h Dp 


On obtiendra par un calcul analog'ue : 

Dp H \ dk Dp ; 

Di) H \ D» D/) / 

= —+ N~). 

Dp h \ Dtt Dp / 

Alors, sur la sphère, les tbnctions analogues à E, F, G, H seront : 

ê=s (^y=s ( L ^+M . 

\ Dii / H 2 \ D?i Dp / 


H 


,f = s —.^ = Av M^y ('m^-^4. N = 

Dp Dp \ Dp Dp / \ Dp Dp / H 

r /ÜLV_L V MMliü. 

-Vd.;+ - H ’ 


d’où : 


(L" + MS)(M^ + N2)_Ma(L + N)2 /LN-M*\s 

5£-_u.' 3-.)- =-jp--j , 

et Taire sur la sphère a pour expression : 


>=f.f 


LN—M2 
H 


dudo. 


Ou retrouve la même expression que précédemment, et on arriverait 
de même à la définition directe de la courbure totale. 

Remarque, — Dans Texpression précédente, jb'a un signe, qui est 
celui de LN — M^, car dudv est considéré comme positif. 
L’interprétation de ce signe résulte de Tidentité : 


\ 

a 

V 


k 

[JL 

V 


Du 

Dv 

LN —M2 

Da? 


Dr 

D« 

îDp 

Dtt 

H2 

Dp 

Dm 

Dm 

Di 

Da 

Dv 



lIL 

Dr 

Dp 

Dp 

Dp 


Dp 

Dp 

Dp 
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qui indique si les deux trièdres Ibrmés par la direction commune de 
la normale à la surface et de la normale k la sphère, et pai* les direc¬ 
tions positives des courbes v == const. et u = const. ( eonsidérées su r 
la surface et sur la sphère, respectivement) ont la même disposition. 

On en conclut que, si .V > O, le point mobile y, z décrivant le 
contour qui limite Taire sur la surface dans le sens direct, le point 
A, [x, V décrira le contour qui limite Taire homologue sur la sphère 
aussi dans le sens direct. Si ■<[ O, les conclusions sont inverses. 


Relations entre la courbure totale et la courbure 
géodésique 


5- — La courbure totale est un élément qui reste invariant dans la 
déformation des surfaces. Cherchons s’il y a des relations entre elle et 
les autres éléments invariants dans la déformation. Considérons la 
courbure géodésique. En coordonnées orthogonales et isothermes, son 
expi‘ession est : 


Wfj 


¥lds^ 




H^dur/^ü — doæ^u)- 


1 ^ 4- ^ dudv — A 

2 ^1/ 2 t>ll 

,1 îl ^ d,Hh> + - ^ dv^- 

2 ?/’ 2 ?/’ 


Udu 

lldo 


|]- 


i - dvd^i>) + i (g dv - f da) idu^ + ^*’^)] : 


mais : 

d,^'^=E(rJa^ + dv% 

et la formule précédente s’écrit : 

ds dud^o - dv<Pu JL glogH . 1_ 

R,/ “ did + d,fi 2 ÏB 2 


ou encore 


t=<' 


arc tg 


I 2j£f£lLrf„ 
^ 2 


1 iJ£S-H 

2 


Imafçinons alors, dans le plan tangent, les demi-tangentes MU, MV 
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<*onsi(léroiis lit tang’pntc a une courbe (^uelcon(|uo INI l de la siiibice, 
et soit (MU, MT) = 9 : 


cos O ^ v/H $ > 


VH^; 


rs = arc tff. 


et la formule préctklente devient : 


I D lofî“ H 


Prenons alors sur la surface (S) un contour fermé et intégrons le 
lûn«‘ de ce contour dans le sens direct : 




I /^t> logll 


Rappelons le théorème de Green, qui va nous servir à transformer 
ce résultat. Dans le plan des ii, v, le point [ii, v) décrit un contour 
fermé, aussi dans le sous direct. Supposons-le compris entre deux 

tangentes parallèles à l’a.ve des u ; 
soient A, B les points de contact, 
v] Nous avons ainsi deux arcs AM B et 

--- ANB, et si nous dé^iürnons par G le 

A 1 contour, nous avons, [)Our une (bnc- 

I I tion/(/i, v) quelconque : 




V 7 n-f-r}v=. r ^c/n4. f 

O U VMW U UN A 

_Supposons qu’une parallèle à OU, 

0 7^ comprise entre les deux langenles 

considérées, coupe le contour on deux 
points M («2) et N (iii). 

Soient enfin a, b les valeurs de a qui correspondent aux deux points 
A, B. Nous avons : 
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]\îais : 


et alors : 


K) 

\^K/l / 

•./ Ml 

f = J f f 

«-'(• *y tt t.' iii t,' #/ 

riiitég'rale double étant étendue à toute Taire limitée par le contour. 
Cette formule subsiste pour un contour sini]>le quelconque. 

De meme : 


Alors ; 


I -■^clri = — 1 ( ^ dudn. 

• / ;>r f 

t' f' *.' %' 


ou : 


ft - - f J “ J ~ ffm ’ 

(Toù Informulé d’Ossian Bonnet : 




Remarque. — L’ang-le o est Tan^de de MU avec la tangente MT à la 
courbe. Supposons qu’en chaque point de la surface on détermine, 
comme au ch. II, 14 une direction MO, dont les cosinus direc¬ 

teurs sont des fonctions bien déterminées de ii. p. Soit ’l =(MO, ML ) 
et 9o =(MO, MT). Alors: 

?<» = '} + ri 

d’où : 

= él 4- do, 

Jnlégi‘ons le long d’un contour fermé quelconque : 

J do^^ ’— J ^/'T -{- J do , 

or est une fonction de //, u, et le longdTin contour (ormé : 

jd^u,i)) = o] 

donc : 

jV/cpo = /rfç, 

et Ton peut substituer à l’angle ç Tangle % précédemment défini. 
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(Jn voit ainsi inlerveiiir, dans l’étude de la coiirhtiro totale, Télémeut 
i»*éométriqiie — (h. ), introduit au eh. II, p. CF. ch. 111, p. 50^ 

Triangles géodésiques 

Nous appellerons triangle géodé^lqiie la figure Foi'mée [)a]‘ trois 
ligues géodésiques. Le long de chacun ries cotés : 


Çâl.— Tsk 


et la formule dT). Bonnet nous donne : 


c’e.st-à-dire 


: / cio + I rfo -f f do. 

v^AB t./ne. 


^ \\ 


T, .'''’i 


•f, TI 


Les coordonnées orthogonales et Isothermes Ibuniissent une repré¬ 
sentation conforme de la surface sur le plan des uo. Considérons donc 
sur ce plan la représentation abc du triangle ABC. Menons au.'i e.vtré- 
mités a, b, c les tangentes aux côtés dans le sens direct ; soient T^, T», 
^3' ^'i> T';, Tg ces tangentes. Le signe = indiquant que les égalités 
ont lieu a un multiple prés de ait, nous aurons ; 

I (TV T,), f (TV T,), r rfç ^ (TV TV ; 

Doue si nous appelons a, o les angles du triangle goodésique, nous 
avons pour la valeur de 

+ (TVTV = — [(Ti/f'V -P (Tj, Ï'V + fT.„T'.,)i 
+ :(T,.TV + (T3 ,TV-f(T 3 ,TV] ' 

— 2r. ~ |(rc— fl) -P (x — è) + (x — V] s + /j -P c _ X, 
d’où Informulé de Gauss : 

a f b + c — x = JIj', 

où nous avons remis le signe =, car les deux membres tendent vers 
zéro SI les trois sommets du triangle ABC tendent vers un même point. 



LES SIX INVAUÏVNTS. LA COURBURE TOTALE 


Si eu particulier la surface est mie sphcre de raxoïi H, ou obtient 
la formule qui dorme Taire d’uii triaui»‘le sphérique : 

= Pi-dû' = }j -j- c — 


Nouvelle définition de la courbure géodésique 

floiisi<lérous iiu arc de courbe AB: menons eu AB les »’éodébique> 
tang'entes k cette courbe, qui se coupent en (]' 
sous un ang-ie s que nous appellerons angle 

C _ _ _ de contingence géodéi^ique. Le lont»* du con- 

tour de ce triang*le : 

et la formule dX). Bonnet nous <loniie : 


—.(.e=//-' 


Supposons que A corresponde au paramètre L B à / 4- A/, et que 
tende vers o ; soit As Tare AB. Nous avons : 




l'ai-c AB ; 


et par suite 


la valeur moyenne de la courbure géodésique sur 


j_ / ds _i 1 


is (r,, 

Si A,s* tend vers o, (^ ) a pour limite la courbure géodésique au 

\K (7 / m 


point A. Je dis que le deuxième membre a 
pour limite o ; il suffit de montrer que 
est infiniment petit du deuxième ordre au 
moins. Considérons la représentation a h r 
du triangle ABC sur le plan des uv, 

jfdJk' v)dudü = yX". ü)\JSdudv\ 

et, au signe près,est égale à l’intégrale 
curviligne d’après le théorème deGreen. 



Ito U U‘ U 
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Soient is, l\ les expressions Je en fonction do //, sin‘ les arcs bc et 

' (n.,— v^)da. 

U,, 

(Jr les courbes ab et bc étant tangentes en b, n., — est inHnimeiit 
petit du deuxième ordre au moins par rapport à v! - ii et à forfioin 

]»ar rapport à (u'—üq). L’intégrale / (n.> — üi)du, qui est égale au 

J^to 

pi'oduit de ia’ — Uo] par la valeur movenne de v., — sera donc du 
troisième ordre au moins [jar rapport k{ii' — «o), et par suite [)ar rap¬ 
port à As. Le meme raisonnement s’appliquant aux autres arcs ac et 
ak, on voit que f/d^h' est du troisième ordre au moins, et la propriété 
est établie. 


La courbure géodésique peut donc se définir comme la courbure en 
n’éométrie plane : la limite du rapport de l'aufjle de contiiiaence 
(tjfhuît'sitfue) à rare de la courbe, lorsque ce dernier tend vers zéro. 


Surfaces à courbure totale constante 


0. — Nous avons vu que les surfaces à courbure totale coiislam- 
ment nulle sont le plan et les surfaces développables 3). (Considé¬ 
rons, maintenant, les surfaces à courbure totale constante non nulle. 
Parmi elles figurent les sphères, une sphère do rayon R ayant pour 

courbure totale;^ . Cherchons, sous la forme : 

H- 

ds- = 2 F dii.dü^ 


rélémenl linéaire des surfaces k courbure totale coiisLaule — -= k. 

tliKa 

D’après la formule ( 21 ) (| 3) : 

I _ _J_ F 

R1R2 F ’ 


cela revient à intégrer l’équation aux dérivées partielles [èqaaiiqn de 
Lioiwille) : 


(I) 




ÆF. 


La solution fournie par les sphères de rayon R, pour = , permet 

de prévoir quelle en est l’intégrale générale. 

Rapportons, en eflet. la sphère de rayon R, qui a l’origine pour 
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centre, à ses ligTies miiiima, c’est-ù-tlire à ses i>*énéralrices rectilii^ues 
Des équations de celles-ci : 


X + iy = «(R — r), 
X + iy = o(^R + sr). 


x 




a 


+ -i- 


X — iy =- (R — r). 


on déduit immédiatement les équations paramétriques de la sphère 
2RttC . 2 K 


( 2 ) x^iy 


X 




U -[- V 


ll^V ’ 

d’où on tire, pour : 

ds- = d{x 4- iy)xl{x — iy) 

la valeur : 


r^R 










Le chang*ement de coordonnées curvilignes le plus général qui con¬ 
serve les lignes minima comme courbes coordonnées est : 

u = Y(a^), n = V(üJ, 

U, V étant des fonctions arbitraires de leurs arguments. En eiiec tua ni ce 
changement dans la formule (3), et remettant les lettres «, t>, à la place 
de Wj, on obtient l’expression : 

(A) • Ck^—— 

pour le ds- de toute sphère de rayon R, rapportée à ses lignes minima. 
L’équation (i) est vérifiée, par suite, par : 

2U'V' 


(ô) 


F: 


/c(u + yr- ’ 

et, comme U et V sont deux fonctions arbitraires, ou prévoit que c’est 
là l’intégrale générale de (i). 

Nous le démontrerons par l’intégration directe de (i). Posons : 

(h) —kF = w, 

ce qui réduit l’équation (i) à l’équation : 

/ ^ los" 

(n) - 22 z= UK 

delle-ci équivaut, eu introduisant une inconnue auxiliaire ç, au sys¬ 
tème : 



8o 
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(roù on conclut : 

^_ ISJO ^. 

34» ' D?’ 

<Ie sorte que, eu désignant par 6 une nouvelle inconnue auxiliaire, 
réquation (7) équivaut au système : 


(u) 



^^5 _^ ^ 

" d-v ’ :>a 


Jl 

2 ’ D// ’ 


De ces équations résulte, en intégrant la dernière : 


? =7^ + 


V,, étant une fonction de v seul ; et, par suite : 


do 


= -t + v 




Cette équation étant une équation de Hiccati 
'L est de la forme : 

‘ U + V ^ 


-fCf. Ch. V, § 


10; —, 


où ü, fonction de u seul, joue le rôle de coustaute d’intégration par 
rapport à n; et où V, V^, Vj sont des fonctions de o seul. 

Et la première des équations (9) donne alors : 




2(u + vr- 


(V3 = V,V-V,). 


si on porte cette valeur dans Féquation (7), on trouve imniédiate- 
meut Vg = 4 V'» et U et V demeurent arbitraires. Ou a donc bien la 
formule ( 5 ) comme intégrale générale de (i). 

Donc le ds- de toute surface à courbure totale constante r-^ k, 

rapportée à ses lignes mininia^ est : 


(10) 


ds- = 


A:(U + V)2 


da.do\ 


et peut,*par an choix convenable des coordonnées, se réduire à la 
forme type ; 


(0 


= 


2 dàdo 
k(u + ü)8 


II résulte de là que, pour que deux surfaces à courbure totale cous ■ 
tante soient applicables l'une sur F autre, il faut et il suffi quelles 
aient lu même courbure. La question de la réalité de là correspon¬ 
dance qui réalise l’application d’une surface sur l’autre est, du reste, 
réservée, dans cet énoncé. 
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Pseiidoupltère, —Les sphères de ra\on K servent d'exemples, pour 
les suriaces à courbure totale constante positive (Cherchons 

une surface de révolution à courbure constante négative k =— 

R." 

Soit Or Taxe de révolution ; M un point de la méridienne principale, 
située dans le plan rOx ; ./*, r ses coordonnées ; et soit 6 = (Ojc, MT) 
l’ang'le de la demi-tangente positive MT avec Oæ, compté positivement 
de Oa; vers Or. La demi-normale positive MN étant définie par 

;^O.x‘, MjN) = 0 ^ , le centre de courbure de la méridienne princi¬ 

pale, qui est ITine des sections principales de la surface, est donné par 
la formule : 

_ da.^ 

cosbdii' 

vraie en grandeur et si gaie. 

La seconde section principale étant tangente au parallèle du point M, 
le théorème de Meusnier montre que son centre de courbure est à 
l’intersection de Or et de la normale à la méridienne ; et on a, en 
grandeur et signe : 


MLo = 


sîn 6 ' 


L’équation du problème, MC^-MCg = =— R'^, s’écrit donc : 

xdæ=: — R- sin 0 cos O.t/0. 

Bornons-nous à la solution ; 

(12) x = — R cos 6. 

Si on désigne par S le point où la tangente rencontre Or, on a, eu 
grandeur et signe : 

MS =- ; 

cüs 6 


réqualion {12) exprime donc que la méridienne cherchée esl la 
courbe aux iangentes égalea^ ou tractrice. On achève de la déter¬ 
miner en intégrant : 

ds = tÿ ^.dx = t/ff = R (-î-_ cos b) db ; 

^ COS B \cos Ô / 

on peut supprimer la constante d’intégration, k condition de choisir 
convenablement l’origine O sur Taxe de révolution ; et il vient : 

(i 3 ) j:;= —RcosO, s=Rj^iogtg^|4-|j — siu oj 

pour les équations de la méridienne (tractrice) cherchée. 

Vessioï ^ 
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La Hurfuce d<> révulutiun quelle engendre, en tournant autour de 
sa hase «Jr. sapiielle une pseudo-sphère. 

Iteiiiarque. — L'importance des surfaces à courbure totale cons- 
l.iüU-tient il ce ipie, comme le plan, elles sont applicables sur elles- 
nicmes d'une iiiKnité de manières ; une telle surface peut ainsi glisser 
-iii' elle-mênu*. par a® mouvements continus, dans lesquels la surface 
peut se déformer, mais de manière que tout arc de courbe, tracé sur 
la surface, conserve la même longueur. De là résultent des géométries 
sur ces surfaces, dites géométries non euclidiennes, analogues a la 
iréornétrie plane, mais dans lesquelles la somme des angles d un 
(riaua'le est, d'après ce qui précède (les lignes géodésiques jouant le 
rôle des droites du plan), supérieure ou inférieure à it, suivant que la 
courbure totale est positive ou négative (géométrie sphérique et géo¬ 
métrie pseudo-sphérique). 
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Surfaces développables 


1. — Pour déliuirla variation de la droite qui engendre la surface 
réglée, nous nous donnerons la trajectoire d’un point M de cette droite, 
et la direction de cette droite pour chaque position du point M. Les coor¬ 
données d’un point de la surface sont 
ainsi exprimées en fonction de deux 
paramètres, Tun définissant la position 
du point M sur sa trajectoire (K)^ l’autre 
définissant la position du point P con¬ 
sidéré sur la droite (D). Soient : 

■^ =/(")' z=h(o), 

les expressions des coordonnées d’un point de la courbe K. Soient Iq{v)j 
71^(0) les coefficients de direction de la généi^atrice (Db et u le 
rapport du vecteur MP au vecteur de composantes 4 , Les coor¬ 

données de P sont : 



(i) x=J(p) + u.la{v), y —g{v) + u.ni^(v), s = h{ü) + u.n^{v). 


Cherchons la condition pour que la surface définie par les équations 
précédentes soit développable. Si nous exceptons les cas du cylindre 
et du cône, la condition nécessaire et suffisante est que les génératrices 
soient tangentes à une meme courbe gauche. On doit donc pouvoir 
trouver sur la génératrice (D) un point P tel que sa trajectoire soit 
constamment tangente à (D) ; les coordonnées x, y, r d’un tel point 
doivent être telles que : 


(iæ _ ilj/_ 

Iq niQ 


«0 


= f/p ; 


d’où : 
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M.ti'x k‘> loiiiN , 1 ' (loiiiient : 

iir ^ ///‘ 4 - -r (iy = -r -f 

dz = dh -f fidn^ -4- n^dii 

♦'I h's «MjiiRliuiib î:n .sï‘cri\eiit : 

df -f tidl,, -r Ukdn —- df.) = o, 
dtj -f lidnu, -f m,)^dn — c/o) = o. 
dh -r tidn^y + n^,\dn — ^/o) = o ; 

MU, (Ut p((saut : 

;i) thz=idu — drj, 

(4) df -r w<//„ -f Ld': = o, dy + üdw,^ 4- m^dn =z o, 

dh 4 iidn^^ + n^^d^ = o ; 

dz cl // (lüivpiit balisfaire à ces trois é(|iiatioiis linéaires ; doue le 
([(Henninanl de ces équations doit être nul : 

î <//« 

( 5 ) j ^/(■/ rf///„ M„ = o. 

j dh i///„ ;i„ 

Si les trois détenninants déduits du tableau : 

t//„ dîfï^^ dn^^ j 

ne sont pas tous nuis, il existe des valeurs do a et de d's saListaisant 
aux équations ( 4 b et la condition ( 5 ) est suflisante. Si ces trois déter- 
niiuants sont identiquement nuis, c'est que : 

ijf __ dm^^ _ 

hi Jth ~ 

et rinlé^'ration de ces équations nous montre que 4, //^, sont pro¬ 

portionnels il des quantités fixes ; la surface est alors un cylindre. 
Eu écartant ce cas, la condition ( 5 ) est nécessaire et suffisante. 

Remnp(fue i. — Pour que le point P décrive effectivement une 
courbe, il faut que dy^ dz, et par suite t/o, ne soient pas ideuti- 
(juemeut nuis. Si d[j était identiquement nul, toutes les g'énératrices 
passeraient par un point fixe, la surface serait un cône. La condi¬ 
tion f5) s’applique doue au cas du cône. 

lietnartfue s. — On emploie souvent les équations de la génératrice 
sous la forme : 

.r = Mr -P P, y z= N5 + 0 , 

M, X, P, O, étant fonctions d’un paramètre arbitraire. C’est un cas par- 
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ticulier de la représentation i»‘éiiérale (i) dans laquelle on Fait hin\=zo 
et /q/u) = I ; alors r = a, et : 

fC>) .T ==/(>’) + U = fj[D] -j- zjn^V] ; 

les coefficients de direction sont /^, i. La courbe (K) est alors la sec¬ 
tion par le plan 5 — O ; dans ce cas la condition ( 5 ' prend la Forme 
simple : 


df 

dt,, 


r/M 

(I? 



= 0, c’est-à-dire 



du 

dm ^ 


dy. 

f/o 


Propriétés des développables 


Revenons au cas g*énéral ; supposons que //,j soient les cosi¬ 

nus directeurs de la ^’énératrice ; alors : 

d’où : 

/ q^/q + in^dniç^ + riç^dn^ = 0 . 

^lultiplions les équations (4) respectivement par (//<,, dm^,^ dn^^ e} 
ajoutons, il vient : 

rj-^IâÆ 
Zdl,^ ’ 


Supposons en outre que la i>‘éuératrice (D) soit normale a la 
courbe (K). Il est toujours possible, en efiet, de trouver sur une sur¬ 
face réq^lée des trajectoires orthogonales des g’énéralrices. Il suffit que 
.r, ij^ s soient tels que : 

= O, 

ou : 

'^l^df + uZlf^dl^ 4- = U ; 

(]omme ou a ici : 

ll,dl, = 0 

cette condition se réduit à- 

Zl^df + du = o ; 

et la détermination des trajectoires orthoçs'onales se fait au moven 
d’une quadrature. 

Si donc nous supposons (K) normale à la ^‘énératriee, nous aurons 

ll,df= o. 

Multiplions alors les équations ( 4 ) respectivement par 4 , et 

ajoutons, nous obtenons de = o, d’où de = du, et les équations (^^) 
deviennent ; 

dx = l(^du^ dy = m^^dii, dz — n^da. 
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.Mai>. A,, //(,„ //., étant les cosinus directeurs de la tangente à l’arête de 
i'eln-ousseiiient {R;, n représente l’arc de cette courbe compté dans le 
>eas jiositif choisi sur la génératrice à partir d’une origine arbi¬ 
traire I : et comme u représente aussi le segment MP, on voit que : 

,/.MP = rf.(arc IP) : 

^ on : 

= arc IP + • 

( )n peut toujours choisir 1 ori^'iiie I des arcs de façon cjue la constante 
hoit nulle. Alors MP = arc IP. La courbe (K) est une développante de 
la i-ourbe (RL Sur une surface développable, les trajectoires ortho- 
ifonaies des génératrices sont des développantes de Faréte de 
rebroussement. 

Les formules ( 4 ) donnent alors : 

df ^ ndb, = 0, dg + iidm^, = o, dh + iidn^ = o. 


Développées des courbes gauches 


2. — Supposons quon se donne la courbe (K), et cherchons à 
mener à cette courbe une normale en chacun de ses points de façon 

à obtenir une surface développable. 
Nous prendrons pour variable v Parc 
s de la courbe (K). Considérons le 
trièdre de Serret au point M de la 
courbe. Soit MG la normale cher¬ 
chée ; elle est dans le plan nor¬ 
mal à la courbe ; pour la définir, il 
suffira donc de se donner Tangle 
(MN, MG) = y. Le point à l’unité de 
distance sur MG a pour coordonnées 
par rapport au trièdre de Serret o, cos y, sin ’y ; si donc Iq, 77 ?o, Uq sont 
les cosinus directeurs de MG : 



( /o = a' cos -y -j- oé' sin y^ 
j niQ = cos y -1- fi'" sin y 
( «0 = y' cos y + f sin y. 

Or V étant Parc de la courbe (K), 

df = %dv, dg = p(/y, dh = rdv ; 

les formules (4) donnent alors, en tenant compte des formules de 
F renet ; 

af/n+a j" (— x' sin|x -f *' cos />/;(— (f + ~) cos y.dv -H ^ sin x.rfn]= o. 
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U COS X _ 

R 


O, 


sin 


(h ■ 


I 


R 


et deux équations analog-ues avec ^6, et 7, y', y" ; nous avons ainsi 
trois équations linéaires et homogènes par rapport aux coefficients de 
a, X, a , ^ ^ ; y, y, y"^. Le déterminant de ces équations est i, 

donc les inconnues sont toutes milles ; et comme ü n’est pas constam¬ 
ment nul, 

Les deux dernières donnent, en remplaçant v par l’arc s : 

(0 

et la première donne : 

(2) a=- 

cosx 

Il y a donc une infinité de solutions : ^ se détermine par une quadra¬ 
ture. 

La formule (2) nous montre que : 

R — Il cos y ; 

donc la projection du point P, 
où la normale MG touche 
son enveloppe, sur la normale 
principale, est le centre de cour¬ 
bure C. Le point de contact 
de la normale avec son enve¬ 
loppe est sur la droite po¬ 
laire. Les développées d'une 
, courbe sont sur la surface po¬ 
laire. 

Considérons deux solutions 
X» 7! i’équation (i), la diffé¬ 
rence y — f est constante ; 
les deux normales MG, MG' se 
coupent sous un angle constant. 

Donc, lorsque une normale à une courbe décrit une surface déve¬ 
loppable., si on la fait tourner dans chacune de ses positions d'un 
angle comptant autour de la tangente., la droite obtenue décrit 

ï»v»y3 rJAi\aJr\r\rinhIf> 


G' 


_ 

B 


V' 


V 

7 f\ 

T 





y 


c 


H 
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ÏA* j»Lni oscillateur à une aévelojipe est le plan taii^’eut à la <lé\e- 
t<ppaî>h^ (‘üri’pspoiMlaiite : c est le plan tiMl; re plan o^t normal au 
«iau BMC, plan taiment à la '^urFare polaire. Donc /es développées 
unit des ifeodésifff/es de fa surface po/nire. 

<àuisiilénms la normale principale Pv en P à la développée, elle est 
laiis. le plan oscillateur CMT, elle est perpendiculaire àla lang-eiiteMP, 
loue pai'alléle à MT. Les normales pjrincipa/es aux développées 
l'n/te runr/je sont parallèles aux taïu/enfes à la courbe. Le plan 
lormal à la courbe est le plan rectifiant de toutes ses développées. 

Kn parlant d'une courbe (R), et remarquant que la courbe don- 
iét‘ (K} en est la développante, on pourra énoncer les projiriétés précé- 
ituites <Ie Fanm â obtenir des propriétés des développantes d'une 
•ou rbe. 


Lignes de courbure 

H. — Considérons sur une suiTace (S) une li^ne de courbure (K), et 
la développable circonscrite à (S) le long* de (K). La direction d’une 
!2rénératrice MO de cette développable est con juguée de la tangente MT 
't la ligne de courbure, et par conséquent est perpendiculaire à MT, 
•’est-à-dire normale à (K). Cette génératrice MG est donc constamment 
lancrente à une développée de la ligne de courbure, et nous voyons 
pie les normales à une ligne de courbure tangentes à la surface 

engendrent une dévelojipable. La réci¬ 
proque s’établii-ait par un raisonnement 
analogue. 

Faisons tourner MG (run angle droit 
autour de la tangente, nous obtenons 
G une droite MG’ qui, étant perpendicu¬ 
laire aux deux tangentes à la surface 
MT, MG, sera la normale à la surface. 
Donc les normales a la surface en tous 
les points dune ligne de courbure engendrent une développable et 
réciproquemen t . 

Considérons le point P’ où la droite MG’ touche sou enveloppe ; 
c’est le point où la droite polaire de la ligne de courbure rencontre la 
normale h la surface. Or, d’après le Théorème de Meusiiier, les droites 
jiolaires de toutes les courbes de la surface tangentes en M rencontrent 
la normale eu M en un même point, qui est le centre de courbure de 
la section normale correspondante : P’ est donc le centre de courbure 
de la section principale (TMT, c’est ITiii des centres de courbure prin- 
cinaux de la siirfai'.e au nnint M 
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Reprenons alors, pour la normale MG', les formules (4') du ^ i,que 
nous écrirons : 

d,r + = O, dy + ad\s. = o. dz + //c/v = o ; 

en y remplaçant /*, y, h, par les coordonnées x, //, r du ])oint ^I, et 
U: cosinus directeurs a, ;x, v de la normale à la surlace : 

U est le rayon de courbure principal R. Nous obtenons donc, pour 
un déplacement sur une lig'iie de courbure, les forinnl(K^ d'OIiiule 
Rodrignes : 

dæ + = 0. dy + = o, dz -r Rr/v = o. 

Les Thèorèmea do Joachiinsfhal se déduisent aisément de ce qui 
précède. Supposons que l’intersection (K) de deux surfaces (S), (S^) soit 
une li^’iie de courbure pour chacune d'elles. Soient MG', MG\ les nor¬ 
males aux deux surfaces en un point M de (K). Elles ene;'endrent deux 
développables, donc enveloppent deux développées de (K), et par suite 
leur ang’le est constant. Réciproquemeni, si l’intersection (Kj de 
(S), (Sj^j est ligne de courbure de (S^), et si l’angle des deux surfaces 
est constant tout le long de (K), la normale MG'^ à engendre 
une développable, et comme MG' fait avec MG'^ un angle constant, 
elle engendre aussi une développable, donc (K) est une ligne de cour¬ 
bure sur (S). 

Équation différentielle des lignes Je courbure, — La condi¬ 
tion ( 5 ) pour qu’une droite engendre une surface dévelop}»able, appli¬ 
quée à la normale MG', s’écrit ici : 

d,T (Th A 

dy d\j, ;a = o. 

r/r dv V 

ou : 




Multiplions [mr le déterminant : 



(SX 


De 


üy 


D/> 



lu 

lü 


oui n’est nas nul. 



l'IfAPlTRE \ 


.\oiiN übteiions : 

* \Ldu -r Ydo — Ydn — 'Sldv o 
1 Fdu -f- Vjdo — M^/w — 'Sdo o =0; 

' O <■> I 

et nous i*ettouvons ainsi Véquation dijféreutielle défi Ucfnea de cour- 
hure : 

! VAu 4- Ydv hdii -h _ 

I Fdu 4- ^do y>ldu -4 Nr/n 

Retufirque. — Si l équation de la surface est prise sous la forme 
r zr:/( y), les équations de la normale étant : 

X = I .r 4- pz) — f/A, Y = (^ 4- ffz) — qZ, 

la même méthode, appliquée en se servant de la condition (7) [| ij : 

(Tsl dF _ 
dS dQ 1 ° 

dorme hicilement Téq nation différentielle : 

dx 4 - pds dp _ ^ 

dy 4- qdz dq 

Développement d’une surface développable sur un plan 

4 . — Toute Hurfare développable est applicable sur un plan. 
Ce théorème, et sa réciproque, ont été obtenus, incidemment, au 
ch. IV, § 3 . 

Nous allons les établir directement, et étudier le développement 
effectif d’une surface développable sur un plan. 

II faut observer, en effet, que, dans les correspondances considérées 
au ch. II (I 2), nous n’avons pas discuté la réalité des couples de 
points homologues. 

Considérons d’abord le cas du cylindre, dont les équations sont : 

^ =J\d) 4 - //./u, y — (f{ü) + r/.mo, £: = h{v) 4 - u.Uç, ; 

4, //^o, /?o <^ 4 ant constants. Nous en déduisons : 
dx=f\n)do 4- lu Au., dyz=.fj\r)dv 4- dz = h\v)dü 4- n^Au, 

d’où : 

^,.2 — 


S' ! «V7. t V/2^.,2 
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Nous supposerons que la directrice : 

=A^)^ y = (f[p\ - = 

est une section droite, en sorte que S/q/' = 0 ; puis que /u, mo, sont 
cosinus directeurs, d’où Hq- = i ; enfin que v est Tare sur la section 
droite : d’où 2/'- = i. Alors : 

( I ) ds^ = du^ -h dv- ; 

ce qui est l’élément linéaire d’un plan en coordonnées rectangulaires. 
Uîi cylindre est appUcnhle sur un plan^ (i) donne la loi bien 
connue du développement. 

Vovoiis maintenant le cas du cône : 

X = y = r = n.iiQiü) ; 

a est la long‘ueur prise sur la génératrice à partir du sommet ; suppo¬ 
sons que /o, ^0» ^0 soient cosinus directeurs de la génératrice, v étant 
l’arc de la courbe sphérique u = i, intersection du cône avec la sphère 
de rayon un. Alors : 

dx = uh{v)dv 4- h{v)du, dy = nm\[v)dv -f- m(i{i))du, 

dz — un'ùip)dD -h nQ{v)da ; 

et : 

(2) ds- = ii^dü- H- du-. 

C’est l’élément linéaire d’un plan en coordonnées polaires. Un côjie est 
applicable sur un plan ; (2) donne la loi, bien connue, du développe¬ 
ment. 

Passons enfin au cas général : 

œ = /(» + H./oW, !/ = ÿ(y) + u.m»{v), z = h{v) + «.no(i>). 

Nous supposerons que la courbe x=f{v), y = g(p), z = h{v) 
soit l’arête de rebroussement, v l’arc sur cette courbe, 4, /«o» no les 
cosinus directeurs de la tangente en un point, et a la distance 
comptée sur cette tangente à partir du point de contact. Alors : 

4 =/' = a ; Wo =y' "u = " ' 


cU_'± 

''dv~K' 


'' dv~K' 


'di<~K 


D’où : 

dx=-oLflo+u^du+oLda, dy=f>dv-\-a^dv-Jrpda, dz=^rdv^n^dü+':dn 



\r 
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et : 


J.V-’ 


(/[tl 4 - 7 *)'' 


//_" 

h} 


c/r'. 


(it't rlêniLMit reste le meme R s*’ar(le la meme expression en lonelion 
(le r. iJone rèlumt^ni UitAnire é^sf h* r/iAnie pour iouU^s Je.^ surfaces 
(lérelappahJes dont les arêtes de rebroussement sont des courbes 
dont (e rai/on de ctnirbure a la même e.Tpression en fonction de 
tare : 

R = 

Nous pouvons déterminer une courbe plane dont le rayon de courbure 
s'exprime en lonction de Tare par réquatiou précédcmte. Nous pren¬ 
drons pouj’ coordonnées dans le plan de celte courbe Tare s de 
la courbe, et la di,slanee comptée sur la tangente à partir du point do 
contact : Félémeiit linéaire du plan aura alors la forme précédente. 
La dévelojipable sera donc applical)le sur ce plan. Quand la dévelop¬ 
pable est donnée, on détermine par des opérations alg’ébriques son 
aivte de lebroussement, et par une quadrature Tare de cette arête 
de rebroussement. Alors son rayon de courl)Ui‘e est déterminé par 
une équation de la Forme : 

R == 


Il Faut construire une courbe plane satisFaisaiit à cette condition. 
Si 0 est l’angle de la tann-eute avec O.r, on sait que : 


d’où : 



r/e 


= -K.). 


et alors : 


e 



ds ^ 


d,r =: cos e ds^ dij = sin 0 ds ; 


.r, y se déterminent au moyen de trois quadratures. La courbe que 
1 ou obtient e.st bomoloffue de Taréte de rebroussement dans le dove- 
loppenteiit. 


Réciproque 


Réciproquement toute surface applicable sur un plan est une sur¬ 
face développable. 
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Soit la surface : 


X — J'{a,v\. JJ =z r = 

que nous supposons applicable sur un plan. avons, eu (•hui>is- 

saiit coiivenablemeiit les coordonnées Jiy v : 

(ls~ == )^du' -f- .dudü -j- {jdir =: dn^ -p dv' ; 

(1*011 : 


f = 1 . 

v 5 £ 

D.r_ 

'-('-V 



■ d-n 

\ Di’ y 


Dilîereiitious ces relations successivement par rap[)orl à a. n, nous 
obtenons : 



^=0. 

V 

DV 

Dz» 

vOx- 

DV __ 

V V* 

D2.7* 

““ Dzz 

* Dzz- 


Dz/2 

“ ■ 

Dz/Dr 

^ De ■ 

DzzDa 

D,/* 
V !u± 


V 

D-i.7‘ 


,.D£ 

DV 

Dz»2 


D-i./* 

du 

dudv 


dudr 


“du ' 

Dzz 

Dz»i 


d’où nous tirons : 


N __ —. ~ O, 

De W- 

0i‘, considérons les équations : 

Da- 




D« Dt>2 




D«2 


; U, 


xiîîl +Y-ii'^ + Z^=o; 

DwDe DizDa DüDa 


d’après les relations précédemment écrites, ce système admet les deux 
solutions : 


X 

_D.C 

Y = ^, 

Z=-~ 


DZZ '' 


du 

X 

_D,r 

II 

Z= — 


Dz> 

Da ' 

Dzi 


Gcs solutions ne sont pas proportionnelles, sans quoi les courbes 
a — et ü = c^*' seraient constamment lang'entes. Donc les trois 
déterminants déduits du tableau : 


DV 

3 ^ 


?zz 2 

:>fi^ 

Dzz 2 

D 2 a- 

d^!f 

D^r 

DzzDa 

dUdü 

DzzDa 


sont nuis; or ce sont les déterminants fonctionnels des trois quantités 
—, — prises deux à deux, donc ces trois quantités sont fonctions 

DW Dn D« ^ ^ 
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L* l’liue ♦! tMilre ellos, c'est-â-ciirt‘ tl niie seule variable f. De même 
— sont tbuctious d'une seule variable 0. De plus la relation : 

' .■'r 

s — . ~ = O 
ÎSU 

loutre que 0 par e\emple s’exprime en ibiictioii de /. 

Les sl\ dérivées partielles sont donc fonctions d’une même varia- 

le ; il en est donc de meme des denvees, p = — , 

—_, de r considéré comme fonction à'æ et d’y. La 

V) ’ D(w, V) 

irface est donc développable ^Ch. IIL p. 

Jiernarqae /. — Dans le développement, les lignes géodésiques 
î conservent ; or les géodésiques du plan sont des droites. Les lignes 
êodésiques de la surface déoeloppuble sont donc les lignes gui, dans 
* déreloppemenf de cette surface sur un plan, correspondent aux 
roites de ce plan . 

Eu particulier, considérons la surface rectifiante d’une courbe, enve- 
ippe du plan rectifiant. Cette courbe est une géodésique de sa sur- 
ice rectifiante, puisque son plan osculateiir est perpendiculaire au 
lan tangent: elle se développe donc suivant une droite lorsqu’on 
^fectue le développement de la surface rectifiante sur un plan. De là le 
uni de plan rectifiant. 

Remarque IL — Il résulte de là que la recherche des géodésiques 
une surface développable se ramène à son développement, et par 
mséquent à quatre quadratures. 

Remarque IIL — La détermination des ligues de courbure, déve- 
ppantes de Tarête de rebroussement, se ramène à une quadrature. 


Lignes géodésiques d’une surface développable 

— Nous avons ramené la recherche des lignes géodésiques d’une 
irface développable au développement de cette surface sur un plan. 
Il peut les chercher directement. Soit l’arête de rebroussement : 

(0 X=f{s), y = g{s), Z=zzh{s), 

Uésigiiaut l'are. Si a, y sont les cosinus directeurs de la tangente, 
. « une longueur comptée sur cette tangente à partir du point de 
intact, la surface est représentée par les équations : 

Æ =zf + ui, !/ = <j + u^. 


s = h ur. 
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Ou en déduit, en désignant, par u’ et u!’ les dérivées première et 
seconde de a par rapport à s ; 


aa: , a , , 


dij _ ^_ 

ds ’ ds ■ ' * ’ 


f=4. + .0 + .'f, 


-=a + 2?/ — M- 


\ RV R\ R/ RT’ 

et les analogues. 

L’équatioii des lignes géodésiques est, en remarquant que la nor 
male à la surface n’est autre que la binormale à l’arête de rebrousse 
ment : 


d’^-x 

dhj 

d^c 

ds^- 

d^ 

ds^ 

dæ 

ài 

ds 

ds 

ds 

ds 

y!’ 

r 

/ 



R'\ 

4- 

— a 

r) ’ 


“(! + «') + «'I 


Le premier membre est le produit de deux déterminants, et l’équa¬ 
tion s’écrit : 


a P Y 


rr U 

“-Ri 


R'\ 

^ R/ 

U 

RT 

a' 'P' Y 

X 

I + u' 

U 

R 


0 

a" P" y" 


0 

ü 


I 




— ô I + «M I + — w-—) =0, 


RV^ RV R\ • ’ R/ - 

c’est-d-dire ; 

(2) M.w'' — — v! {% — ^ ^— 1 = 0. 
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J’rlli* ost r»*<{uallori «lifVêrtMitielle qui Jétormine ii, 

Clirri'lioii^ la iiîitniv Je riiitéirrale ^-énérale. Si lions clévelo[)poiis ia 
^uvWin^ sur nu la courbe ( i) sera représentée par une eourbe : 

X == F( Y == {j( -y ), 

• loiil le raAüii Je courbure sera encore R. Le point homoloi’aie du point 
(i/. \ Je la Mirbice sera ; 

X = F -r ftF\ Y = G + iiG', 

Kl les droites du pian seront débnies par réquatioii ^‘énérale : 

Al" w ) -j- R( G -{- iiG -f- G = O y 

J oli : 

AF -r BO + C 

"=-ÂFTÎÏÏ7-; 

en remar(|Liant que le dénominateur est la dérivée du numérateur, 
nous sommes dune conduits à poser : 



et à prévoir que réquation en lo sera linéaire, homog’éne du troisième 
oi*dre. Elléctivement : 


et : 


( •>) devient alors : 


HL 

in' 


JV ^ / 
R /r' \ 



«'= 

— 1 -f 

ww^' 



if = 

IIHC" 

' , 

2WIV"- . 


w‘~ 


iv'^ 

2WIV 

IV- 

V / — 


w'^ 

; 



■ T 4- 

U'm’ \ 


IV 

1 -r 

j 

* 

' R • 


ou, après simplification : 


+^w'' + = 


Posons : 
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et nous obtenons : 

équation linéaire du deuxième ordre eu 6. Faisons disparaître le 
deuxième terme par le chani*‘ement de variable : 

d’où : 

fjf _,.f 

/h' dn ‘ ' 
et : 

Ij/f _ ,.n 

ds da^ dG^ ' 


L’équation (3j devient : 

,^'2 'iü ( a" + ü \ + -L 0 = O 

d<T^- ' ^ ,la ^ R ' / ^ R 2 
Choisissons la fonction o de façon que : 


+ -ü -y = 0, 

• ^ R ‘ 


OU : 


Il su Fût de prendre : 
d’où : 


W 
H ■ 


_i_ dG 

H 


ds = Rc/c. 

Nous obtenons alors l’équation : 

dont Fiiitég'rale générale est : 


d’où : 
et enfin : 


0 = A cos G -F B siu a- = ^ ; 

as 


10 = A / cos G.ds + B / sin G,ds + C, 

__A / cos G.ds -j- B J sin gMs -f C 

Acosg + Bsîqg 
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(lu M' iliï.|M,Mi'er .riiilimluire l'acc s cxpUdlment. car il ne 

fiuu'' c*-‘> ^u^nlll!e^ (|ut* (lar faa cliftcrentielle. Doue les ligues 
ü.-.«l.'-i.jiirMriiu.-siii lace développable s’obtiennent par trois quadra- 
Uii.'' .111 plii^. (lu cniistate de plus que les deux méthodes conduisent 
ilîiv llirme' imIciiIs. 


Surfaces réglées gauches. Trajectoires orthogonales 
des génératrices 


li. — Suit la surt’ace : 

.r ^/{r -T- // = -f u.moW), r = h(v) + u.no(v) ; 

k'is uiMiôratrices étant des ^^éoJésiques, il en résulte que les trajectoi¬ 
res orthuijofuiles (/es tjénérafrices (létennineiit sur ces génératrices 
^les seg/neufs égaux. Nous avons déjà vu comment on obtient ces tra¬ 
jectoires orthogonales : il làut déterminer a en fonction de v de façon 
J lie : 

I/orfj: = 0. 

Pour simplitier, nous bupposons que Iq. in^., u^ soient cosinus direc¬ 
te urb: alors : 

I/oûf/o = o; 

t réqnation ditlérentielle devient : 

d" 

l’on : 

U = ^ }':LAQdf. 

La déte/uniuaiion des trajectoires orthogonales des génératrices 
Lu ne surface réglée se ramène à une quadrature. 

Remarque. — On peut rattacher ce fait à la formule qui donne la 

variation d'un segment de droite. 
Prenons sur la droite MM^ une 
direction positive : soit r la distance 
MMj prise en valeur absolue. Soient 
a;, y, r, et y^.^ les coordonnées 
des deux extrémités, qui décrivent 
deux courbes données. La distance 
MMj est donnée par la formule : 

/•- = (.r. xr 4- (u. — 4- (s. — sV 
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(l’oil : 

rdr = {æ^ — æ){cU\ — clr) + {yi —y){dy^ — dy) + ~ r) {dz^ — dz), 

ou : 

dr = dx^ + dy^ + dz^ j — 



Soient a, ji, y ; Yi' cosinus directeurs des tang*eiitcs aux cour¬ 

bes eu M, dirig'ces dans le sens des arcs croissants. Soient a, v les 
cosinus directeurs de la direction positive de la droite MM^. La for¬ 
mule précédente s’écrit : 

dr = (Aa^ + + VYi)rf6y —- (ax + + 'r;)ds ; 

et, si on introduit les ang’les 0 , 0 ^^ de avec les deux tang-entes, on 
obtient la formule importante : 

dr = cos 0 ^ Æy. — cos 0 ds. 

Supposons, la droite MM^ taiiçente à la première courbe et normale 
à la deuxième : 

0 = 0 , 0 , =±|; 
et la formule se réduit à : 

dr = — ds, 

» 

Nous retrouvons ainsi les propriétcs^des développantes et des dcve-* 
loppées. 

Supposons la droite normale aux deux courbes, Q = + ^ , Q^=H- y-, 

alors dr = O, r = c^®, et nous retrouvons les propriétés des trajec¬ 
toires orthogonales des g*énératrices. 


Cône directeur. Point central. Ligne de striction 

7 . — On appelle cône directeur de la surface le cône : 

X = y = Z = u.na[u). 

Si ce cane se réduit à un plan, ce plan s’appelle plan directeur^ et 
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! MU 

Li‘ pKtJi nii point t|iielconqiu‘ «le lu burtace a pour cuef'H- 

ririiLv iev ilotonninantfe (lé<liiit.s du tableau : 

, 'o il- 

^ ^ dh -f fid/io il 

Lc‘ [liaii lauirenl au roue iliiecleur le delà oéncM-alrico eorrespoii- 
daiiL à relie qui pas^e par le point considéré a pour coelbcienls les 
il<*terininaiits déduits du tableau : 

j: /o '^0 

[j r//„ dm, dn, 

<^es pluii'' >üiit parallèles si tf est iiiüui. On a alors sui‘ la surface 
le plan tanuent au point à l'infini sur la i^-énératrice, qu’on appelle 
jtlan nsfjmptoff*. Les plans asymptotes sont parallèles aux plans 
fanyf^nis au cône directeur le long des yénératrices correspondantes. 

Dans une surface à plan directeur, tous les plans asyntpiotes sont 
jiurfdtries au plan directeur. 

Pour ([lie les deux plans tan«‘ents à la surface et au cône directeur 
soient rectauuulaires, il faut que la somme des [iroduits des détermi- 
uaiils précédents soit nulle, ce qui douue : 

; ll,d/^uZl,dlo 

I H,dl, 'idl,.df 4- uldl,' 

('M|uutiuu du ju-emier degré en ii. Il existe donc en yénéral sur toute 
yénératrice un /)oinf où le plan tangent est perpendiculaire au plan 
tanyenf au cône directeur, r'fstdi^dire au plan asymptote. C'est le 
point central, le ])lan taiis:eiit eu ce point s’appelle plan central. 

Le lieu des points centraux s’appelle ligne de striction. 

Nous sup[)oseroiJS pour simplifier -4^ = i, ce qui écarte le cas des 
surfaces réglées à génératrices isotropes. Alors S4c/4 = oel l’équa- 
lion en « qui donne le point central se réduit à : 

n^dl,- 4- 1^4•^^/’== c : 

le [loinl central existe donc toujours, sauf si : 

)Ldk^ == 0 . 

I.)aus CO cas la courbe s[ihériqiie base du cône directeur est une courbe 
iiiiuima de la s[>hèro, c’est-à-dire une génératrice isotrope. Le cône est 
alors un plan tangent au cône asymptote de la sphère, qui est un cône 
isotrope, c’est un plan isotrope. Los surfaces considérées sont des 
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aiirfaces ré(jlées a plan directeur isotrope Toutes sont imauitiaiivs, 
saiiFle paraljoloide de i-évolution. 

Remarque. — Le plan tang*eiil est indéterminé si tons les détermi¬ 
nants du tableau ii) sont nids. Alors il existe un facteur K tel que : 


(If ucUq^t K/o = o, 
ce qui exi^’e que : 


dfj -b /7^//;^ô 4- lv/?7o — O, fJh -|- udu,, f K/^o = o ; 


df dU U 

dg dniQ niç^ 
dk duçi Uo 


O . 


Cette condition, qui expi'iine que la g'énératrice considérée rencontre 
la génératrice infiniment voisine, peut avoir lieu pour des f>’énérati‘ices 
e.xceptioniielles. Si elle est une identité, la surface est dévelopjuible. 
Pour trouver, dans ce cas, le point où te plan tang-ent est indéterminé, 
multiplions par dio, dnio, duo, et ajoutons ; nous obtenons : 

«Xr//,)- 4- ^dlQ.dfz=z 0 ; 


c’est l’équation qui détermine le point de contact de la g'énéralrice 
et de Taréte de rebroussement page (85). L’indétermination du ])lan 
tangent en ce point e.xplic|iie que la formule précédente, qui donne la 
ligne de striction pour une surface réglée quelconque, donne l’anHeile 
rebroussement pour une surface déveloiqiahle. C’est en effet le seul 
point de la génératrice d’une surface développable où le plan tangent 
ne soit pas confondu avec le plan as-Ymptote ; et où on puisse, à cause 
de l’indétermination du plan tangent, considérer le plan perjiendicu- 
laire au [ilaii asymptote comme tangent à la surface. 


Variations du plan tangent le long d’une génératrice 

8. — Proposons-nous de chercher l'angle des plans tangents à une 


surface réglée en deux [loints d’ 



ne même génératrice. A cet effet, 
traitons d’abord le problème sui¬ 
vant : 011 donne une droite A, de 
cosinus directeurs x. v, et 
les coefficients de direction de 
deux droites qui la rencontrent. 
D (p,q, r) et B'ip\ q\ calculer 
l’angle V des deii.x plans DA et D'A. 

Considérons un trièdre tri rec¬ 
tangle auxiliaire direct dont l'un 
des axes soit A; soient 



U»2 
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*' les cosinus direeteui> des autres axes, et soient, dans ce système, 
//. i\ w et n\ les coelHcients de direction de A et A . Alois . 


' rv' -f //va' ' 


D’autre part : 


il z=z xp ^ Sr/ 4- "/*, e — + ‘A’ 

== xp - S//' v/A /»' - a'//' -f SV/' + -//*', //>' = a>' 4- ^iV/' 4- yV, 


d*üù : 

I ^ V/ 4 - I ^ ^ 

a7;-r:V//'4-*y ay4-:i'Vy'4-yV 

D ailleurs : 

////' 4- t’y' + «yw)' = pp' qf/ + rr\ 

d'où : 


pqr a 

== P 


vv' 4- ww^ = S/j/)' — ^%p.l%p\ 


Alors : 


ü/3/)' — Ivp.loip ^a^.S/)/)' — loLp.loLp' ’ 1 ^ 

Sous cette forme, on peut alors introduire les coefficients directeurs 
/, ///, il de la direction A. 


a jS V 

« P y 

P <I '■ 

_ /> ^/ y 

p'q'd 

\Sa2 p'q'P 


/ m n 

pqr 

pWp 

:lp.^lp' 

Appliquons cette formule à l’angle des plans tangents en deux points 
M, M' d’une même génératrice. Mous prendrons pour dii*ections D, D' 
les directions tangentes aux courbes u = c'® : 



P —df + iidlo, q = dg + adm„, r = dh + iidn,, ; 

/)' — df-\- n’dlg, g’ =dg + «'*«0, r' = dh + n'dm ; 

le déterminant de la formule (i) devient : 

K df -{■ iidh df + r/Wo /„ c?4 df 

nh dg + udm^ dg + u'dm„ = m, dm^ dg (u — ii'). ; 

Hq dh + udiH dh + ii'dna na dn<, dh 
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et : 

] '// ^f(J dit , 

_j dio dniQ I 

Y ^ V4“ H~ ^^^0“-{-^0^1 h i 

2:/û2 2:/o(^//*+ udl^) 

Zh[df-\-ii'd1^) ^df -^ird/,)(d/-^ii'd/,) 


Nous poserons : 


D = 


c//* dff dh 
üIq r//??o f//?o 

/ft 


et pour simplifier le résultat, nous prendrons pour /o, les cosi¬ 
nus directeurs de la génératrice; alors ^4' = ^ 

supposerons, de plus, que la courhe x = /(u), y = r/(y), r = A(/m 
soit trajectoire orthogonale des génératrices, d'où V^sdf = o. Enfin 
nous déterminerons a par la relation : 

iiZidl(^ -f- ^dl^^dj = 0 


ce qui revient à prendre pour Tun des points le point central. 
Le dénominateur devient ainsi : 


I 0 


0 Zdf^ -f- u^ZdUif + ^ 7 ' [ii'ZdU^ + '^dUdf] 
ce qui se réduit à : 

Zdp + n-ZdUf= . 

et alors ; 


(u' — a)D.ldl^-^ 


En posant : 




— D.ld/o^ 


et en remarquant que ïd — a = GM, on obtient donc la/o/v/?77/7? d(* 
C ha fi/PS : 

CM 


(2) 


tu-V=- 


d’où les conséquences bien connues suivantes, et qui ne sont en défaut 
que pour des génératrices singulières : 

10 Lorsque M décrit la génératrice d"un bout à l^aufre, le /dan 
tangent (P) en M tourne autour de la génératrice toujours dans Je 
même sens, et la j'otation totale qu*i{ effectue est de 180^^, En deux 
points différents, les plans tangents sont différents. 
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La f/irisifai ^/p.v /loinfs M W h> /afsnatii (L^s planai (P) ,son1 iat 
* >>rr(^sptfnf//irtre hot/iO(jraphique. 

?i> CcHiirne troi> couples «iétiaisseiit mie honio^Taphie, rLaiæ sur- 
facrs qni ani une ijhièrntrin* rotnmnne, et qui sont fan- 

qenfes en frais paints de cette qênérairire, sont tangentes en tous les 
antres points de cette génératrice, c’esUà-dire se raccordent tout le 
iuiii»' de cette i^éüératrice. 

(Iherclioijs à simpliHei' re>:pressioii de IC. Pour cela, remarquons 
que : 



'Lk.df 


Idp 'IdU.df 0 


Ifk-d/- IdU- 

^hd/„ 


'idk.df'Zdhr 0 

= 'Lda'Ldp — {^dl„.dj 




O Û I 



iroii : 



Dans le cas «’énérai, on trouve de même : 

, P_ 

* --{ihdl.f • 

K est le paramétre de distribution : il est rationnel. La Formule (î>) 
montre que, si M se déplace dans une direction quelconque sur la ^*éné- 
ratrice, le plan tang’ent tourne, par rapport à cette direction, dans le 
sens positiFde rotation, siKest jiositiF; et tourne dans le sens né^'atiF, 
si K est iiéfifatiF. 

Le sigî-ne de K correspond donc à une propriété g-éométriqiie de la 
surFace. D’après ( 3 ) ou ( 4 ), le paramétre de distribution est nul pour 
une surface développable. 

Abstraction Faite du signe, la formule ( 3 ) met eu évidence que le 
paramètre de distribution est le quotient de la plus courte distance 
de la génératrice considérée et de la génératrice infiniment voisine 
par l'angle de ces deux génératrices. Car cette distance est 
D : ^Idlf et cet angle esX\^dlf aux infiniments petits près d’ordre 
supérieur. 

Remarque, — Soient, sur une même génératrice, deux points M, M 
ou les plans tangents soient rectangulaires. Les angles V, V' sont tels 
que : 

lgV.tgV'==-~i, 

d'où, en vertu de ( a} : 


GM.GM' — P ; 
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les points crâne génératrice oit les plans tangents sont rertangn- 
laires forment une involiition dont C est le point rentrai. 

Exemple i. — Surface engendrée par les hinormales d'une coarhe 
gauche. 

Soit la courbe : 


avec 


x=f(s), 
lions habit 
df 


yids, 

7 _ ^tf 

(Q - OC , 




// = !/{e). 

c = h[s); 

i, nous avons : 


dg = pds. 

dit = ^'ds. 

/??0 = 

//U = 

drm = '~ds. 

1! 

0 


Le point centrai est ici défini par w = o; la courbe eut J igné de 
Rtrictio)) de la surface eurjendrèe par ses binomiales. Le pararnt-Lre 
de distribution est : 


K = 


'iT.ds ^pds ^'ds 
ds ^ ds "r g,., 
y." P" f 


rj»2 

îi^ 


= T ; 


le paramètre de distribution est égal an rayon de torsion de la 
courbe au point correspondant, La courbe est lii>‘ne do striction, tra¬ 
jectoire orthogonale des génératrices et géodésique. 

Exemple 2. — Surface engendrée par les normales principales a 
une courbe. 

On a ici : 


df^ ^ds, dg = dh = yrf.s', 

4 == 3^', ruKs = Uq = v', 

dlr= (-5 - ) de, dm.= 1 - Ç) ds. dn„ = ( _ t _ y ) ds ; 


le point central C est défini par Téquation : 


j^2 d" 


RT2 

R2 _ T-J 


= MC. 


Le paramètre de distribution est : 

5 . 

! 


K: 


R2 + T2 


^ 4. ^ 
R ^ T 


? . r 

R 
6' 


L J- 

T T 
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Cheiclioiib lf‘ plan tauiî'eiit au centre <le courbure O. La formule de 
(diasles donne : 


,, CO M(i—MC I 1 ti 

— - j;^ W^T-I'^K K^H-T2 —T 

punr le point M, (fui est sur la courbe, on obtient de meme : 


KT-i \ I R3 K 


* A' 

to‘ \ = — : 
' K 


11-V. i^Y' = — I. 

Les plans tamjents en M et 0 sont rectangulaires, ce qui est un 
cas particulier d'une proposition que nous verrons plus loin (| 12). 

Elément linéaire 

y. — Cherchons rélémeiit linéaire d’une surface rég-lée définie par 
les équations : 

jî=:/(o) 4- uIq V], y = g{v) + umo{ü) z = h{v) + iinQ{ü), 

Nous en tirons, en notant par des accents les dérivées par rapport 
à D : 

j dx r= i f 4- uro)dv + lodn, dij = (g' + nm\)dv 4 m^^dn, 

( dz = ( 4 ' 4 un'^dv 4 n^dii 

et : 

== 4 ^t^diidü 4 


E = F = iiVd\ 4 ^kf\ G = 4 4 

Supposons que /qWû'îo soient les cosinus directeurs, alors : 

:î:/o-=i, lld'o=o, 

d’où : 

E = I, F = S/o/, G = 4 2uinf 4 S/'• 

Ces résultats s’obtiennent directement en Faisant le changement de 
paiTiinétre : 

V Em = u^ ; 

d’où : 

du^^ \ E du + U du. 
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Nous obtenons bien, en supprimant les indices, une expression de 
la Forme : 

ds^ =du} 4- 2Fdudv 4 - (ir/n-. 

Supposons de plus que la courbe : 

^ = /(")> y = 9{v), s = h< v) 

soit trajectoire orthog*onale des génératrices, alors : 

Zkf = 0 , F = O, 

et l’élément linéaire se réduit à : 

r/.ç2 = du^- + Gdü^ ; 


on devait prévoir qu’il serait de cette forme, car les courbes coorilon- 
nées sont orthogonales. On arrive aussi à cette expression en posant : 


d’où : 


du 4- FJü = dii^^ 
= ^^ 4- j¥dv 


ce qui exige une quadrature. 

La variable u est définie à une constante près, c’est une longueur 
portée sur chaque génératrice à partir de la même trajectoire ortho¬ 
gonale, Pour préciser la variable v, considérons la direction de la 
génératrice : 

x = Iq(vJ, ij = n^(v), z = ih(vj. 


Ces équations sont celles de la trace du cône directeur sur la sphère 
de rayon i ; nous prendrons pour v l’arc de cette courbe ; alors : 

v/' 2 _ T 

0 —— I » 


et : 

Posons ; 
de sorte que : 


G = -f 9 AiV\f 4 - V- 

G = id 4" âwGo 4“ Gj. 


Les quantités GqîG^ ainsi introduites sont liées d’une façon simple au 
point central et au paramètre de distribution. Considérons, en effet, 
l’involution des points M, M' où les plans tangents sont rectangulai¬ 
res ; son point central est le point, central de la génératrice, et en 
désignant par K le paramètre de distribution : 

GM.CM’ = — KL 
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Lt- phui launviit vu Uii // <le la néncnilrico a [)oiir cooFHrientb les 
tl«'^tei*niiiiaiils «lu tableau : 


il ./" -r fj' ~r 11 

<ie ïn»‘me le plan taiii^’eiit au point /Z iiura [w)ur coerHcieiits les déterml- 
naiit> «léJuits «lu tableau : 


i J' “t“ ^ Il -f- II 

Kvj»rinions «'jue ces plans tain^ents sont rectangulaires. La somme des 
pio«liiits des déterminants précédents, et [«ar suite le produit des 
tableaux, doit être nul, ce qui donne : 


1 O (il -r 4 - 4 - w//' I 

la relation d’involution est donc : 

////' 4 - ('/ 4 - 4 - <ii = 

ou : 

(a 4- (iu)(''' “T 

Le point central, étant rhomolog'ue ilu point ù rinKni, est donné par 

Il 4- (^Jo ~ > 

donc — (j^, est Vif du point central. Désignons~le par : 


1/autre pari : 


H = - i.h 


(i/ = - 


Donc ; 


(ij — (V 4 - = P" + K^ = S/2. 


G == ,72 ~ 2 ia^ 4 - P- + K2 = {a - P )3 4- KK 


Kn résumé, si v est Parc (la la trace tin cône directeur sur la sphère 
de rayon /, u la longueur portée sur la tjénérairice à partir d\ine 
trajectoire orfhof/onale, V élément linéaire est donné par la formule : 

(I ) ds^ = (hf- 4- [0i — Pf 4- Iv^ 

P éiani tu du point central et K le paramètre de distribution. 
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liamarque. — (Jeci peut servir ù calculer le paramètre de distrihu- 
tioiK En eüet : 


/' 

f lé 

- 



0 

l'. 

m y n Q 

= 


l 

0 

lo 



0 

0 

l 


d'où : 

(2) 



f ij\ 

/y ^ Ü <1 

/y ///-O /io 


P 


i:/uA P-4-Jv^ = ^/'% 


Réciproquement, soit une surface dont rélément linéaire est de la 
forme : 

ds' = dtd -P [{U — P)- -P ¥r'do- ; 


clienùions s'il y a des surfaces réglées applicables sur cette surface ; 
les éléments d'une telle surface rég'lée seront déterminés par les 
relations : 


= I, v/^/*' = O, i:/V’ = I. — P, \r = K- + P* ; 

la dernière de ces relations s'écrit encore, d’après rexpression (^2) de K, 
W'o"'« — = — K- 


Nous pouvons d’abord nous donner arbitrairement le cône directeur 
de façon à satisfaire aux deux équations = i, Zl\- = i. Il reste 
alors à satisfaire h trois équations linéaires en f\ g\ dont le déter¬ 
minant n’est pas nul ; f\ (j\ /d seront parfaitement déterminés, 
/*, //, A le seront à une constante additive près, ce qui revient à ajouter 
à æ, y, Z des quantités constantes, c’est-à-dire à faire subir à la sur¬ 
face une translation. Il g a donc une infinité de surfaces réglées 
applicables sur une surface réglée donnée^ de manière que les géné¬ 
ratrices correspondent aux génératrices, puisqu'on peut prendre arbi¬ 
trairement le cône directeur. Remarquons que dans l'élément linéaire 
Hg’iire, non pas K, mais Iv’, de sorte qu'en particulier il existe deux 
surfrwes réglées ayant même cône directeur, des paramètres de dis^ 
tribution égaux et de signes contraires et applicables lune sur 
r autre. 

Pour avoir explicitement f, g, h, résolvons le système des équations 
linéaires : 

Zlof =: o, zr,f == — P, 'l{ni,n\ — thm\)f = — K ; 

/ü, n/o, Jiç^ ; l\, în\, n\ sont ici cosinus directeurs de deux directions rec- 
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(«uiiTiïlüH’Ps. lii(rocliii^onN niic iioiivtîllp dirsctioiî de cosinus i 

torrnaul <ivor les deux [♦récédentes uii tric<lrc trirectaiig’le direct : 

/, = ni.2 = nj\ — /q/îV ^2 = 

Le s^^téme devient : 

v/,/^ = O. v/'o/' = - P, = - K ; 

d'on : 

; f — - P/o — K(///„/i'o — nQin'o), 
id) \ <! — P^^/'0 — IqU 0), 

( Ji = — P//o — K(/o//do — iu/q). 

r)ii en déduit/*. g. h par des quadratures. 


La forme et les lignes asymptotiques 


lü. — Nous pouvons prendre ])onr seconde forme fondamentale 
ipa{^e 27) : 


ulu , clv)=lXcPx= 


d^æ d’y d’Z 


{f'-\-iü\)dv’-\-2l\diidü . . 

î).2‘ D// Dr 


/u . . 

Da Dtt 


Dj? D// Dr 


J' + ul\ . . 

Di’ Da Di> 



d'oü pour une expression de la forme : 

do) = 2V'dudü 4- G'dü-, 

Frétant fonction de y, et G' un trinôme du deuxième degré en u. Nous 
trouvons naturellement pour lignes asymptotiques les courbes dü = o^ 
ou n = , qui sont les génératrices. Les autres lignes asymptoti¬ 

ques sont déterminées par Téquation différentielle : 

__ G' 

dü~ 

qui est de la forme : 

(i) + 2 S« + T, 

R, S, T étant fonctions de u. C’est une équation de liiccaii. Rappelons 
les propriétés de ces équations. 
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Equation de Riccati 


lO Supposojîs qiion co/uiaisse une intégrale de celle équatiou. 
Posons : 


w 


du = du 


L’équation (i) devient : 


dv du 


4 - 2R ~ + R 4- 2Sii^ 4- 2S - 4- T ; 


mais Wi étant intégrale de (i), 


O,, 2 


Ru^- 4- 2 S«| 4 - T, 


de sorte que l’éqnation devient : 


ce qui est de la forme : 


2(RiZi + S) 10 4- R, 


-=Qw^R. 


C’est une équation linéaire dont Vintégration 8 effectue par deux 
quadratures. 

2^ Supposons quoii connaisse deux intégrales de Téquation. 
Posons : 

= Wi 4- ~ 7 


^0 sera une intég'rale de l’équation ( 3 ). Posons alors : 

(4) 10 = Wq 4- 0, 


dw — dw^ + d^ ; 
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|l^) ilevieiil : 


)w„ + od — U ; 

///’ ' fin ^ ^ 


nii, foijime n\, ei>{ intéi»rak‘ de (3i : 

db 




do 


= UO, 


eqiiati<»ü iniéaire deuxième membre qui s’iiitèi^Te immédiatement 
pfiv nue seule ifiindrnture : 

db_ 
b 


: Odv, 


Io<j^ 8 = J (Jdtu 

il" Supposons quon eonnaisse trois intégrales n^^ //.j de l’équa- 

liou > 1 î. Un connaît alors deux inté^’rales de l’équation ( 3 j. Soit : 


fo, 


Us *- Ui 

n\ est intéicrale de ( 3 ), et par suite ou connaît une intégrale 0^, de ( 5 ) : 

I 1(2 — ih 


b,, = IV, — u\, =- 


1/2 ~ l/l (ils — Ui} (ll 2 — Ui) 


Posons 


(5) devient : 


9 = 

db = b^,dl + iulb, ; 


^ — OdO 


dv ' ‘ ■ do 

ou, comme b„ est intégrale de (5) : 

" rfo ~ 

^ = 0. 
do 

'I est uneconslaute C, et l'intégrale générale de (5) est 


o = Ge,. 


L équation s nifè(j/^e eomplètement par des opérations algébriques. 
Si nous cherchons l expression de l'intégrale générale u en fonction 
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des intégrales particulières uoiis avons, en vertu de (2j.(4^,< 6?, 


?/ = //i H-— lii -h 

^ w 

d'où : 


I 


I 


112 —Il I 



I 



+ G 


U 2 — Us 
{U- — — 


I 


a — ui 



-f 


C(//2 — tfj) 

(«3 Ui)(ll 2 -~ Ui) 


Hz — ii\ + G(tfs — 7/3) 
(e? 3 — Hi) 


d'où 


C(//2- ll‘i) = 


Il — iii 


(«3 — «i) 


■ (h^ — Hi){ai — ii) 
U — «1 


ou : 


Il — 112 . ii'i—112 

U — iii ‘ z/g — ui ' 


(7) 


(a, U,. «3) = G. 


Ainsi le rapport anharmoniqiie de quatre intégrales quelconques 
crime équation de Riccati est constant. Eu remarquant que, dans le 
cas présent, ces intégrales sont précisément les a des points d’intersec¬ 
tion d’une g'énératrice quelconque avec les asymptotiques, 011 voit que 
quatre lignes asymptotiques d" une surf ace réglée coupent les généra¬ 
trices suivant un rapport anharmonique constant. 

Remarque. —L’équation (7) résolue par rapport a u donne: 


( 8 ) 


U 


VC + Vq 
ViC + Va 


Vo étant Ibnctiqns de v. La solution générale est donc, par 
l'apport k la constante arbitraire, une fraction du premier degré. 
Inversement toute fonction de la forme (8) satisfait k une équation de 
Riccati, car si on élimine la constante G au moyen d’une différentia¬ 
tion, on retrouve une équation différentielle de la forme (iL 


Cas particuliers 

Si la surface réglée a une directrice rectiligne, cette directrice est 
une asymptotique, et on connaît une intégrale particulière de l’équa¬ 
tion de Riccati (i). La détermination des lignes asymptotiques se fait 
au moyen de deux: quadratures. C’est le cas des surfaces réglées à 
plan directeur (une directrice a l'infini). 

Si la surface admet deux directrices rectilignes, ces deux droites 
sont des asymptotiques, et on connaît deux intégrales particulières de 
l’i^rrn atîrvn { r!V«t 1 p nas des surfaces conoTdes à nlan directeur^ 
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11 Hr iaul alors, d après re qui précède, (ju'uue quadrature pour 
deleriniiifr les liii'ues asymptotiques. !Mais, en réalité, ou peut les 
oiiteiiir sans qiimlrature. 

taujsid/'roiis, en ellét, luie surlace réq-lée admettant deu.x: directrices 
ri‘rtili<<nes. < )n peut edéctiier une transformation homographique de 
faeoii que ruue des directrices s'eu aille à Tinfini, la surface se trans- 
forine tm {in conoïdo à plan directeur. 

S.nt : 



r«*qualiou d’un tel conuïde. Elle équivaut auv équations : 


=r //. 

Ii‘s coeflici(‘Uts /, ///, 
liuijs : 




■ fti 


du 


y == üi\ r = ; 

n du plan tani^ent doivent satisfaire auv rela- 


n • = O, 
DW 


/ , D// 

l -P in 

Dr Dw 


d- n 


Dr ' 


: 0 , 


OU : 


/ -U tiw = O, nia -P — O ; 

é(juatiüus satisfaites si l'on prend : 

w = — w, ni = rV’i» ^ 

L'équation ditférentielle des lignes asMnptotiques : 

^l'ichi.dv) = lild-æ — — 'Zdldx = o 


est donc ici : 

•/•eW/' T v’:;\v)dü dii — c"(u)c/u.(nc/tt -f udv) -P du.o\d).dü == o, 
ou : 

ao\v).do' — 2'd{o)dudo == o. 

Nous trouvous la solution u=: c*®, qui nous donne les g'énératrices, et 
il reste : 

'/w)dv _ 2 du 

' ?V*) ’ 

d'où ; 

= Log7f' — EogC, 
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ou : , , 

= ^?V) ; 

ou obtiout ainsi sans quadrature les lignes asgmpiotiques d'un 
c 0110 1 'de. 

Remarque. — S'il y a trois directrices rectilig'iies. la surface est une 
surface du second deg'ré, et est doublement réçlée. Les deux systèmes 
de lig’iies asMn[)(otiqiies sont les deux systèmes de génératrices rectili- 
g’ues, et on voit que quatre génêrafriees dun meme système dune 
qiindriqae rencontrent les génératrices de iaiitre système suivant 
an rapport anharmonique constant. 


Calcul de la forme M 


Cherchons rexpression g-éiiérale de la forme 'I. Introduisons pour 
cola les variables ca[iûni(|ues u. v qui nous ont permis d'arriver à la 
Forme type de rélériienl linéaire. Considérons le trièdre de Serretde la 
courbe (X), trace du coiie directeur sur la sphère de rayon i qui a son 
centre au sommet de ce cône. La génératrice est dans le plan 

normal à cette courbe: soit 0 son angle avec la normale principale; 
avec les notations habituelles, nous avons : 


4 = t! cos 0 q- x" siu 6, 

in^ = cos 0 4- fi" sin 
//y = -f cos 0 + y" sin Ô; 


d'où : 


= fJ'(- cos 0) — ( “ + Çj cos 6 + ^ sin 6., 


et les analogues ; 
d'où : 


Alors : 


eus Q 

lï 


— I, 




f m^n^ — iuiii'q = //^oy — udé = sin 0 — z" cos Ô, 

) iuI'q — sin ô — fi" cos 

( l^m\ — //^o/'o = i sin 6 — y" cos 0 ; 

et nous obtenons, au moyen des formules ( 3 ) du § 9 (page 110), 

’+ul\ ={a--l^)h--K(^m,n\--u,m\)=={u--^Ÿ 
(f^am\= ...., 
h' 4- un\ =z .... ; 
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[luis, ♦‘Il piviiiiiit le> ilc*rivée> par rapport à i\ 

f _ „r„=— -r - I^) - K * cos 0 -T 

^ K ( -T- -^-r ) si'l T ïv'i" '"O!» ^ -qi **“1 0 + K -~ coh 0 


/'■ -i- w/'„=ï 


K hiu U 
iC ■ 


F'I 



^ ////"„ ==:.... 


// - P 
R 



a".K'cos 9 , 


La tbrnuile du § lo devient donc 

2 zMfi(lo 4- j^ 3 t ^ — P' ) -f -K'sia j + :x'^.K'cosOj duK 

i! coh 0 4- a" siii 9 

{n — P1 a — Kl' sin 0 . 4- ^ 

Ce déterminant est le produit du déterminant des neur cosinus par 
le déterminant : 

%d,idv 4- ( iL^Li_p'jÆ.2 J'"^_K'siuO^A.^ K'cos 6. dv^ 

U eos 0 siu 6 

Il — P — K siu 6 K cos 0 

On obtient donc : 

U = K 4 - ^ -P'^/o-J 

-f ,« - P) [(" - P)^ + - K'] dv\ 

OU eiiHii : 

T = ■xY.dudo _ j 1^,, _ P) K' 4- KP' — [^(m _ P)2 + K* j l dv^-. 

Le seul élément nouveau qui intervienne est la courbure ^éodé- 
siqiie^^^de la courbe ( 1 ) sur la sphère. Cet élément suffit à déter-, 
miner {^) ; supposons en effet que Tou se donne : 


uousa\ons vu plus haut que : 

eus 9 
H ' 


— L 



0'; 
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1 I- 


nous en déduisons les Formules : 

(,) (iïe = —ç(y), R = —cosO. 

^ dh 

qui donnent le rayon de courbure et le rayon de torsion de la courbe 
(^) en fonction de son arc v. On sait que la Forme d*une courbe g-anche 
est ainsi entièrement définie. 


Remarque. — Les Formules (i) nous permettent de trouver la con¬ 
dition pour qu’une courbe soit tracée sur une sphère de rayon i. On 
en tire en effet : 


(]K 

dü 


= sin 


8 . 


de 


sin 0 
T ’ 


d’où, ou remplaçant par x la lettre v, qui désigne l’arc de (ï) : 


(2) 




Ce qui donne la condition, é^’idente« priori, que le rayon de la s[>hère 
osciilatrice doit être égal à i. 

Supposons, réciproquement, que cette condition soit réalisée. Xoii.s 
pouvons poser : 


R = — cos 8, T = sin 8, 
ds 


d’où nous tirons : 


T = 


ds 

W' 


La comparaison de ces équations avec les Formules (r^ et (2) du § 2 
nous montre que Tune des développées de la courbe est (en Faisant, 
dans les formules de ce § 2, ;( = 8, // = — i) : 


X = f — a'cos 8 — sin 8 , y ^ ff — S'cos 8 — ^S'^sin 8 , 

Z = h — */cos 8 — 'fsm 8 . 


On en tire : 


^ = a + (-^ + ^^ cos 6 — y sin 6 4 - ^a'sin 6 — a^cos 6 ^ = o : 

et, de même, dy = dz = o \ de sorte que cette développée est réduite 
à un point, qu’on peut supposer être l’origine des coordonnées. 
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Le plan iiornial à la courbe passant constamment à roriG5*ine, on a, 
lies lors, rideiitité : 

“T *’• 

Llonc 

/■• T- <J' ~r = const. 

La courbe est donc bien une courbe sphérique, et le rayon de la 
sphère sur laquelle elle est tracée est éo*al à runité, puisque tel est le 
rayon de ses sphères osciilatrices. 

Lignes de courbure 

11 L'équation différentielle des liq^iies de courbure est |'Gh. III § 'j'. 

:sds^ 

Dr/// î>///» 

= O, 

Dr Dr 

Drf// D//iJ 

OU : 

dn [(ft — Py 4- K^]dr 

Kfiv — ) ('„_P)tv'4-KP'—j'(«-P)2+K2j jr//> 

c’est-à-dire : 

Kdn^ — I {U - P ,K' 4 - KP' — o (>.) — P)^ + K^] j dudu — 

— K j (h — Py 4- K 2 ] do^ = O. 

Telle est Féquatiou différentielle des lii>’nes de courbure, où ç;(/>) 
représente la cour]>in‘e géodésique de la courbe (S). 

Centre de courbure géodésique 

la. — Considérons une trajectoire orthogonale des générati-ices, par 
exemple // = o : 



,r^=/(nL . !/ = ff(p)y 


r^h(D); 
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cherchons sou centre de courbure i^éodésique. C’est le point où lu 
droite polaire rencontre le plan tangent. Or la génératrice, étant noi‘- 
male à sa trajectoire orthogonale, est rintersection du plan normal et 
du plan tangent; le centre de courbure géodésiqiie est donc h r inter* 
section de la droite polaire avec la génératrice. Le plan noirnal a 
pour équation ; 

^= O ; 

la caractéristique est définie par Téquation précédente et par : 

Pour déterminer le centre de courbure géodésique, il suffit de déter¬ 
miner Tzz du point d’intersection de la droite précéderüe avec la géné¬ 
ratrice : 

•^=/('0 + y = if(p) 4- iun^{i)), r = //(o) -h 

La premièi'e équation se réduit à une identité, la deuxième donne : 

mais : 
d’où : 

et réquation qui donne Vu du point cherché devient : 

//V/'J" 4- Zf2 = ,,, 

ou [Equ ( 2 ) i 9 ] : 

— £zP + == O ; 

ce qui s’écrit : 

P(,^^P) = K 2 . 

Si C est le point central, M le point considéré sur la trajectoire 
orthogonale, M' le centre de courbure géodésique, l’équation précé¬ 
dente donne : 

GM.GlVf = - K^. 

Donc les plans tangents en M et M' sont rectangulaires (cf. p. io4L 
Ainsi le centre de courbure géodésique en un point M cFune trajec¬ 
toire orthogonale des génératrices d*une surface réglée e.^t le point 
de la génératrice où le plan tangent est perpendiculaire an plan tan¬ 
gent en M, 
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AppUvdfioïi. — Si nous considprous maintenant (voii* les Hg-ures 
pag’es ^>5, ^ 6 ^ une rourbe fC) tracée sur une surface quelconque 
S ,', les normales MN'à (C) taiijU^entes à (Si eiig-endienl une surface 
réglée (le) ; les surfaces iS), f lf! étant tani*-entes tout le lon^’ de (G), 
la tmurhe 'G; a en M même centre d»* courbure iféodésique G sur (S) 
et sur (If) ; ilonc G est rhomolo^iie de M dans Tinvolution des plans 
tangents rectam^’ulaires relative à la i>-énératrice IMN' de (Id : le centre 
(le ronrburc (jcoflésiquc G est fc point de MX' oii le plan normal h 
il) efit taïujent à (1;)* 

De meme, le (‘entre de courl)ure normale K, étant sur la droite 
polaire de Ci, est centre de courbure ^‘éodésique en M sur la surface 
r»‘fflée (In) en^’endrée par les normales MX, menées à (S) aux divers 
points de (G;, il est donc homoloi>Tie a M dans rinvolution des plans 
tanerents rectangulaires relative à la n'énératrice MX de (1^) : Je centre 
de courbure normale K est le point de MX où le plan normal à (G) 
est tangent à (1,, u 

Pour la meme raison, le centre de courbure G possède la même pro¬ 
priété, relativement à la surface réarlée ens:*endrée par les normales 
principales de (G) (IL page lob . 

Remnrffiie. — Les résultats de ce paragraphe deviennent évidents 
si ou remarque que toute normale à une courbe (G) en un point M 
de cette courbe touche la surface polaire au point où elle rencontre la 
droite polaire qui correspond à M ; de sorte que toute surface réglée 
engendrée par des normales à (G) est circonscrite à la surface polaire, 
c'est-à-dire tangente à chaque plan normal, le point de contact avec 
un quelconque de ces plans normaux étant sur la droite polaire corres¬ 
pondante. 
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CONGRUENCES DE DROITES 


Points et plans focaux 


U — On appelle congruence^ oiisyniènie de rayons, nu ensemble 
de droites dépendant de deux paramètres ; toutes les droites renconlrant 
deux droites fixes constituent une congruence ; de meme les di'oiles 
passant par un point fixe, les normales à une surface : si, sur une sur¬ 
face, on considère une famille de courbes dépendant d’un paramètre, 
l’ensemble de leurs tangentes constitue encore une congruence. 

Les propriétés fondamentales des congruentes formées des normales 
à une même surface, qui jouent en optique géométrique un rôle essen¬ 
tiel, sont duos il Monge. Les piincipales notions de la théorie générale 
des congruences ont été introduites par Hamiltou. 

Une droite quelconque (D) d’une congruence donnée sera re]>ré- 
sentée par les équations : 

X = J\ü, w) U.a (üy w)y y= g{i)y w) + n-b{i\ w), 

J = h{v, lo) -h a.c{v, fü). 

Les équations : 

(2 ) X —/{Vy w)^ y = g{v, z = A(n, 10) 

définissent ce que nous appellerous, pour faciliter le langage, le suji- 
port de la congruence; a, 6, c définissent les directions des droites de 
la congruence y ou rayons de la congruence passant par chaque point 
du support. Ce support sera en général une surface, et la congruence 
sei'a constituée par des droites de directions données passant par tous les 
points d’une surface. Il peut arriver que /‘, h ne dépendent que d’un 
seul paramètre, le support est alors une courbe, et partout point de la 
courbe passent une infinité de droites de la congruence, qui consti¬ 
tuent un cône.- Enfin y, Ji peuvent se réduire à des constantes, et la 




I 




coiistiluée pai* toutes les droites passant par le point 
li\e tie roordoiiriées J\ //, h. 

Supposons qiron établisse une relation entie i\ it> \ cela restent à 
ehoisir droites de la eong-rnence, qui constituent une surface réglée 
fie la rongrnence. Les équations (i) deviennent ainsi les équations 
d’une surface réglée. ( considérons toutes les surfaces réglées de la con¬ 
gruence passant par une droite(D) de la congruence. Deux de ces sur¬ 
faces too raccordent en deux points de la droite (Dj. Nous allons montrer 
que ces «leux points sont indépendants des surfaces réglées que Ton 
considér(‘. En «rautres termes, sur chaque droite (D) de la congruence 
il existe deux points F, auxquels correspondent deux [dans (P), (P') 
passant par la droite D, et tels que foutes les surfaces réglées de la 
congruence passant par la droite D ont pour plans tangents en F, F' 
respeetireitietii les plans ;P), (P'j. Ces points F, F' s’appellent foyers 
ou poinfsfucaux de la droite | D ), les plans {P ) (P') sont les plansfocaux 
associés à F, F*. Pour démontrorla proposition, cherchons le plan tan- 
trent en un point quelconque de la génératrice (i). Les paramètres /, 
in, H de et* plan tancent satisfont aux équations : 

la ~r ad) -f nr=o, 

ÇV) lidf -h H da) -{- fn{dg -f ii db) + n{dh -f u = o. 

Xt)us allons montrer tjii’on peut choisir a de façon que le plan tan- 
a-ent soit indépendaut des dilVérentielIes r/n, dw^ et par suite indépen- 
tlant delà relation existant entre/’, u\ c'est-à-dire indépendant delà sur¬ 
face réglée. Dé\eIo[»p<jns la deuxième équation ( 3 ) : 



Pourtjue le plan tangent soit iiidéjjondaut do di\ du\ il faut et il 
suffit tpio l’on ait, à la fois : 



Les velatiuns (4) et la relation (8) doivent être satisfaites pour des 
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vaieurs non toutes milles de /, m, //, donc leur déterminant doit être 
nul : 




D/ , 

De 

D/ , D<7 

_L_ -f- U - 

D//’ D/e 


Dr/ , DA 
~ -f II — 
De De 


D// , DA 

D<e D//’ 


D/i , De 

-h - 

De D/’ 


?/i , ac 

-h « — 

D//’ D/e 


Telle est l’équation (|ui donne les u des points focaux; elle est du 
deuxième degTé, donc il y a deux points focaux; le plan focal corres¬ 
pondant à chacun d’eux aura pour coefficients les valeurs de /, ;?/, // 
satisfaisant aux équations (3) et (4). 

Remarque, — L’équation (5) ne peut être uni* identité eu //, (juels 
que soient D et//,) ; car le terme constant ne s’annule que si le rayon de 
la cong'ruence est tan«‘ent au support: on peut donc supposer le sup¬ 
port choisi de manière que ce terme ne soit pas nul, pour le ra\on 
considéré, s’il n’est pas sinoailier. 

Quant aux équations (3') et (4) en /, m, n, les relations outre les 
plans focaux et le lieu des foyers, que nous allons étudier, montrent 
que le cas d’indétermination ne peut se présenter aussi que pour des 
rayons sing'uliers. 

Il faut, pour cela, que les mineurs du premier membre de l’équation 
(5) soient tous nuis; et, par conséquent, que u soit raciiu^ double, 
c'est-à-dire que les foyers du rayon soient confondus. Mais cette der¬ 
nière condition n’est pas suffisante. 

Ces deux cas d’indétermination seront exclus, dans la suite, de cette 
étude : les propriétés des droites de lacon^Tuence que nous obtiendrons 
s’appliqueront seulement, en g-énéral, à des rayons non sing*iiliers. 

Les congTuences formées, soit des droites d’un plan, soit des droites 
passant par un point, sont les seules dont toutes les droites soient 
sin<5'ulières, à l’un des deux points de vue précédents. Elles ont été, 
implicitement, exclues dans ce qui précède. 


Surfaces focales.^Courbes focales 


Le lieu des foyers s'obtiendrait sans difficulté. Il suinrait de tirer u 
de (5) et de porter sa valeur dans (iL L’équation (5) étant du deuxième 
degré donne pour u deux valeurs, de sorte que le lieu se compose de deux 



CJIVPITRE VI 


«laiis it* voisiiian'e <lt‘ la ih'uitefD). Coiisidéroiis rime 
.le parti(‘b ; elle ut «Hiv une .surface, que l'on appellera w/;7re 
fovnh\ «'MI uni* «‘<»tirl>e, «[ue r<3u appellera vouvht* foc(xl(*^ ou bien elle 
peut se réduiiv à un point, et la ronoTiience comprend alors toutes les 
droites passant par «‘e point. En écartant ce cas, on voit que le lieu 
des ru\ers peut se composer tir* deux surfaces, d’une courbe et d’une 
surface, ou de «leux courbes. 

i'^ Supposons «lu nne portion du lieu des loyers soit une surtace (4>j. 
Prenons cette surface comme support de la coinj^ruence ; l’équation (5) 
a pouriacine u ~ o, donc : 


a 

h 

r 



D/i 

De 

De 





De’ 

dio 



i ieci exprime que la droite (D) est dans le plan tani^vnt à la surface (d>) 
au point M (;/ = oi, qui est ruii des loyers, soit F. Ainsi les droites 
de kl congruence sont tangentes à ta surface focale au foyer corres¬ 
pondant, Cherchons le plan local correspondant à F. Ses coefficients 
/, m, n sont déterminés par les équations : 

/ la -f- inb -f- ne = o. 



D’après la coiiditiou précédemment écrite, ces équations se réduisent à 
deux, et expi'iment que le plan focal correspondant au foyer F est le 
plan tangent en F à la surface (<ï^). Toutes les surfaces réglées gau¬ 
ches de la congruence sont circonscrites à la surface focale. Le cas 
des surfaces développables sera discuté plus loin ^§ 2 ] : il échappe au 
raisonnement précédent, si F est un point de Tarête de rebroussement. 

2 ^* Il résulte de ce qui précède que si le lien des foyers F, F' com¬ 
prend deux surfa ces focales les droites de la congruence 

sont tangentes aux deux surfaces focales,, les foyers F, ¥' sont les 
points de contact,, les plans focaux sont les plans tangents auxsiir- 
faces focales aux foyers correspondants. Le lieu des foyers coïn¬ 
cide avec C enveloppe des plans focaux. 
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Réciproqaemeni, étant doiiuées deux surfaces quelconques ( 4 »). (<!>'), 
leurs tangentes communes dépendent de deux paramétres. En effet 
soit F un point de (4>'). Considérons le plan tani^-ent en F à ( 4 >j ; il 
coupe (4»') suivant une certaine courlie ; si nous menons de F des tan- 
ü'entes à cette courbe, ces droites, qui sont tang'eiites aux deux surfa¬ 
ces (4»), (4>'), sont déterminées quand le point F est déterminé ; elles 
dépendent d’autant de paramétres que le point F, donc de deux para¬ 
métres; elles constituent une con^>-ruence, dont les surfaces réia^lées 
sont circonscrites aux surfaces (d»}, (<t>% qui sont les surfaces focales. 

Si les surfaces (<I>), (4>') constituent deux iiapjies d’une meme sur¬ 
face (S), comme cela arrive en général. la con«Tuence sera constituée 
par les tang-entes doubles de la surface (S). 

3° Supposons qu’une portion du lieu des fovers soit une courbe (ç), 
(jue nous prendrons pour support de la coin>’rueuce. Alors g, h ne 

dépendent que d’un paramètre, y par exemple ; ^ sont nuis, 

et ü/ = 0 est racine de réquatiou (5). Si les droites d'une congruence 
renconirent une courbe Jixe^ les points de cette courbe sont des 
foyers pour les droites de la congruence qui y passent. Cherchons 
le plan focal correspondant. Ses coefficients sont déterminés par les 
équations : 


la -f jnb -f 7\c = 0 , 


T D/ 1 tyg , D/i 

I JL J7l -J. Il -; 

Da 


:>ü 


’!>V 


Donc le plan focal passe par la droite (D) et est tangent h la courbe 
focale. Toutes les surfaces réglées gauches de la congruence passent 
par la courbe f'ocale, et en un point M de cette courbe sont tangentes 
au plan tangent à cette courbe passant par la droite (Dj. Le cas des 
surfaces développables sera étudié au § 2 . 

Supposons qu’il y ait une surface focale et mie courbe 
focale (f) ; la congruence est constituée par les droites rencon¬ 
trant et tangentes à On a immédiatement les foyers et les 
I)laas focaux, d’après ce qui précède. Réciproquement, les droites 
rencontrant une courbe if) et tangentes à une surface (4>) consti¬ 
tuent une congruence qui admet {^f) et (‘ï>) pour lieu de ses fogers. 

50 Supposons qu'il y ait deux courbes focales ( 9 ), 1 ;/). La con¬ 
gruence est constituée par les droites rencontrant t/^), ( 9 '), et ses sur¬ 
faces réglées gauches contiennent les deux courbes focales. Récipro-r 
quement les droites rencontrant deux courbes données constituent 
une congdaence qui admet ces deux courbes comme courbes focales. 
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Si U . (d) vousliluenl <ltMi\ parlios d'iiiie même courbe (<;j, la cou- 
yruejiee t‘st coirslitiiée par les ilroltes rencontrant (c) en deux points, 
r'esl-à-diiv par Itvs cordes de u*.. 


Cas singuliers 


Vo\üiib dans ipieU cas les deux fb\(*rs sont conlbiidus sur toutes les 
droites de lu coua'nnmce. 

iJ’apivs la définition même des tb\ers et des plans focaux, ceux-ci 
sont aussi confondus, et réciproquement, car les ])lans focaux sont tan. 
H'eutsà iim‘ même suidace réi»'lêe aux foyers correspondants, et, ainsi, 
qnbu le \erra au § 2 , on peut supposer que cette surface i‘êi>‘lée u’est 
pas dê\elo])paI>Ie. 

Examinons, en pi'emier lieu, le cas de deux surfaces focales con¬ 
fondues. (musidérons d’abord, à cet effet, iiiio surface focale (<î>) d’une 
coni^auencetfuelconque ; en chaque point F de cette surface est taiig-ente 
une droite (D> de la congruence. Si ou associe ces points focaux et les 
droites correspondantes, il existe sur la surface une famille de courbes 
tangentes eu chacun de leurs points à la droite coi*respondaiite de la 
(‘uu^Tuence. Prenons, jmur le montrer la focale (<I>) comme support 
de la congruence : la droite (D) est tangente k ce support, ses coeffi¬ 
cients directeurs sont donc. Pet O étant des fonctions de ü, ii\ 


D/' " dir 


De ^ 


De '' ;^w 


Soit une courbe de la surface définie en exprimant ü, fv en fonc¬ 
tion d’iui paramètre ; les coefficients directeurs de la tangente sont : 



dn 4- 




dio, 


dij = . do + . t/w. 

De Dm; 


f/r = -. du -f 
De 


Dw 


d 


et pour que cette tangente soit la droite (D), il faut et il suffit que : 

du _ ihv , 

“p — ir 

Pour déterminer l’un des paramètres v, w en fonction de l’autre, on doit 
donc intégrer une équation différentielle du premier ordre. La famille 
de courbes ainsi déterminée dépend d’un paramètre : preiions-la pour 
famille w =: Alors les coefficients de direction des rayons de la 

congruence seront : 




5/ 

Dr; 



C 


do 
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et les équations générales 

de 

ces ra\ous 

s’écriront : 


(6) .X-: 

=/(f 


y 

= sr(iN if) 

, 0/7 

5 = //( 

, 0// 

L'équation aux points focj 

ElUX 

( 5 ) deviendra : 




IL 


^JL 




! 




Oc 


Oc 


i 


IL 



-hu^ 

0// , 

-P // 

O^/i 



Da 


Di» 

:>v- 

Oc 

Or- 



5 /‘ 

U 


_p II — d— 

0/i , 

— -p U 

dVt 



TSw 



Tyvtur 

:>w 

OrO?/’ 



et eu retranchant la première li»*ue de la deuxième* a viendra en fac¬ 
teur. 

Cela posé, supposons que les points focaux soient* deux à deux, 
confondus : il faut et il suffit, pour cela, que le déterminant s'annule 
encore pour ii = o, ce qui donne : 


VJ 



Or 

Or 

Or 


?!?- 

y-h 

0t»2 

Or- 




o/« 

0/r 

0/r 

O/r 


ou E'= O. Cela exprime que l’équation des li^^'ues asymptotiques de 
la surface qui est : 

E’dv' 4 - 2¥'do.div + (idw- = o, 

est satisfaite pour dcv = o ; c’est-à-dire que les courbes w = sont 
(les asymptotiques de la surface (<î»). Ainsi les coïKjvnences à sur¬ 
face focale double sont constituées par les tangentes aux lignes 
asymptotiques dune surface quelconque, non développable. 

L’hypothèse d’une focale double développable se trouve exclue de 
notre conclusion, parce que les asymptotiques étant les génératrices, 
leurs tangentes ne dépendraient plus que d’un paramètre. 

Nous reviendrons sur cette hypothèse au § II, et nous verrons 
qu’elle est inadmissible. 

2® Gonsidéi'ons maintenant le cas de deux courbes focales confon¬ 
dues. Prenons la courbe focale double (<p) jmur support g, h sont 
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toiictiuiis ,U‘/'wiiliMiieiil. Exijriinoii> aloi^ que réijuatioii (5i admet 
piutr l'ueiue (Uulltle ti o, nous obteiious la coiidîlioii . 

a b 

D/‘ .y/ 

D/* c*r ?/* O. 

oZt rc 
Da’ t>i/* 

Lt‘s» <il*uite^ ( Ü) lit' la cou^ iTieiice pas^allt par un point F de la courbe ( 9 ) 
onuvmlrtMit un ('«nie. Le [)lan taui^'eiit à ce cône a pour coeificients les 
déterminants déduits du tableau : 

a h r 

y/ j>ô ’ 

;>/4’ ?//* Tsw 

et la condition précédente exprime que la tang*ente FT à la courbe 
focale est dans le plan tani^eat au cône ; ceci devant avoir lieu quelle 
que soit la génératrice du cône que l’on consitlère, tous les plans tan¬ 
gents au cône jiasserit par FT, et le cône se réduit à un plan. Cne con- 
(frnencf'a roiirbe focale double est engendrée par les droites qui en 
chaque point F dUine courbe ( 9 ) rayonnent autour de F dans un 
plan passatit par la tangente à ( 9 ) ; et réciproquement. Ici l’enve¬ 
loppe des plans focaux ne coïncide plus avec le lieu des points focaux. 


Développables de la congruence 

2 . — Cherchons si l’on peut associer les droites de la congruence de 
fai^'on à obtenir des surfaces développables. Reprenons, à cet ejffet, les 
équations de la droite (D ) : 

(i) æ =f\vnv) -h ii.a{p^w)^ y = g{v^Lü) + n,b(üno)„ 

r = /i(oao) -f u,c{vnv) ; 

la condition pour que cette droite engendre une surface développable 
est ^ch. V, ^ I, équ, (5T : 

\ a b c 

t du db de = O, 

î rï r rIK 
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i :><j 


OU : 

(2) 


Telle est réquatioii diiî*éi*entielle qui exprime que lu droite de la eon- 
oTueiice eiig-eiidre une surface développable. Elle est de la forme : 

ArA»- 4- 9.)^dD.dm -f- Qdw' == o ; 

elle doime deux valeurs pour^^^, il y a donc deux familles de oc ^ dé\e- 

loppables ». /■c'* par des rayons de la con«Tuence, qu’un appelle 

développables de la congruence. Par chaque droite de la congruence 
passent deux développables de la congruence. 

Cherchons les points de contact de cette droite avec les arêtes de 
rebroussement. La valeur de ii qui fournit les coordonnées (i ) de Tun 
de ces points doit vérifier les équations ^ch. Y, § i, éqii. ( 4 )' : 

{ df + u.da + ci.doz=z o, 
dg + u.db 4- o, 

( dh 4- a.dc 4- o.do = o ; 

ou : 


ilL 

+ 

U 


dü 

4 - 

if 

“h 

U 

d-a \ 

\dw 

+ 

a,do = 





\ dw 


dw J 

F 


[H 

+ 

a 


dü 

+ 


+ 

U 

db^ 

) dw 

+ 

b.do = 



dû! 

\dW 


dWj 



(îIl 

+ 

a 

D-c'x 

dv 

+ 

/î>A 

\dw 

+ 

U 

de ^ 

dWl 

\dw 

+ 

C.dr^ = 


Eliminant, entre ces équations, dv^dio^ </p, nous obtenons pour détermi¬ 
ner r« du point de contact de la droite avec l’arête de rebroussement, 
l’équation ( 5 } [| il qui donne les points focaux. Donc points où une 
droite ( D) de la congruence touche les arêtes de rebroussement des 
deux développables de la congruence qui passent par cette droite sont 
les foyers de la droite (D). 

Ces résultats peuvent s’obtenir sans calcul. Soit, en effet, (A’) Tune 
des deux développables qui passent par (D) ; l’un au moins des foyers 
n’est pas sur son arête de rebroussement : soit F ce foyer. En ce point, le 
plan tangent à (A) est le plan focal (P) associé à F. Au foyer F’, le second 
plan focal (P’), qui est différent de (P), doit être tanguent à (A) : cela 
exige que F' soit sur l’arête de rebroussement, puisque, (A) étant déve- 

I 11 1 1 w . . 1 . -i__ /r»\ ... 


— dv-\- ^dio 


b 

d-O J 2>b , 

r- MW + r- dw 

7SV 






C 

^:^do + ^dw 

D/i J J 

— dv — «//’ 
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siiui* riü point oii (D) est taiicrente à TarcHe de rebroussement, pour 
lequel I(* plan taniî'eiit est indéterminé. 

On voit aussi que le pleut tangent, le long de (D), à une des déue- 
loppahles de la eangriience (fui passent par (D), est le plan focal 
associé an foyer qui nest pas sur farête de rebroussement de cette 
dêoeloppable. 

Si la dé\eloppal)le est un cône ou un cylindre, il faut interpréter les 
résultats précédents en considérant le sommet de la surface, situé à 
distance finie ou infinie, comme constituant l’arête de rebroussement. 

On peut «lire, d’une manière g*énérale, que chaque rayon (D) est 
rencontré par deux rayons infiniment voisins : les points de rencon¬ 
tre sont les foyers, les plans passant par (D) et par chacun des deux 
rayons infiniment voisins sont les plans focaux, et le plan focal 
Journi par ran de ces rayons est associé au foyer fourni par F autre. 


Développables et surface focale 


Supposons que le lieu des points focaux comprenne une surface (4»), 
Il résulte de ce qui précède que toute développable de la congruence 
est circonscrite à cette surface, ou a son arête de rebroussement sur 
elle. Examinons les choses de plus près. 

En chaque point F de la surface (4») passe nue droite (D) de la con- 
liTuence, tangente en F k (<!>“), et admettant F pour foyer. Nous avons 

montré incidemment, page 126 , qu’il existe 
sur la surface (<F) une famille de courbes 
(A) tangentes aux droites (Db La dévelop- 
pable qui a pour arête de rebroussement 
une de ces courbes (A) est une développa¬ 
ble de la congruence. Nous obtenons ainsi 
une des familles de développables. Considé¬ 
rons alors les courbes (G) qui forment avec 
(A), sur (^>), un réseau conjugué, et la déve¬ 
loppable enveloppe des plans tangents à (4>) tout le long d’une de ces 
courbes (G) ; la génératrice de cette développable en un point F de (G) 
est la caractéristique du plan tangent, c’est la tangente conjuguée de 
la tangente à(C), c’est la droite (D). Nous obtenons donc la deuxième 
famille de développables en prenant l’enveloppe des plans tangents à 
(d») en tous les points de chacune des courbes (G), conjuguées des cour¬ 
bes i A). 

On retrouve ces résultats analytiquement en prenant les éqiiationé 
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de la coiiî^TTieace sous la forme (^0) i , «{ui met eu évideiiee les cour¬ 
bes (A) Ce soiit alors les courtes w = c**-*. 

L’équation ( 2 ), qui définit le- développables, dexieut ainsi : 


II 

Oe 

do -b —dio 

^ .i/ü 4“ dio 
7>v Zio 


Retranchons des éléments de la troisième ligne ceux de la première 
multipliés par dv] Téquation prend la forme : 

(FJdü -f F’dio) dw = O ; 

nous trouvons d’abord dio = 0 (courbes A) ; et la relation 
FJdv + FUhn = 0 


définit précisément les courbes (G) conjugTiées des courbes w = 


Développables et courbe focale 


Examinons maintenant le cas d’une courbe focale (ç), que nous pren¬ 
drons pour support : 

y — z = h[ü). 

Alors ^ — sont nuis, et l’équation ( 2 ) devient : 

îyio dio Tyw ^ ^ 


a 

da T . 7 

— cfü + — 

dv dw 


df 

dv 


du 


O ; 


du est en facteur. L’une des familles de développables est formée par 
les droites v = c^®, c’est-à-dire par toutes les droites de la congruence 
passant par un même point F de (cp). Ce sont des cônes. 
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Examen des diTers cas possibles 


KvtiiniiKinfe al(»j‘i> lots tlÎNors vas |»ossii»ies relative nient à la uatiii-e du 
lion do^ fuvoi-b. 

Supjiohons rju'il \ ail doux surfaces focales {<!>), (d>'). Toute droite 
,b) de la ouimrueace est taas;*eiile à (4»), aux deux points F, F', 

foyers de i\)). (Jonsidérons une des 
iléveloppables ayant pour arete de 
rebroussement rime des courbes 
(A). Toutes ses £**énératrices sont 
tangentes à (‘î»'), cette développa¬ 
ble est circonscrite à (4>') le long 
il'une courbe iG') que nous appel¬ 
lerons coiirbf* de contact. Le plan 
focal correspondant à F est le plan 
tangent eu F à la surface (4>). Le deuxième plan focal est le plan tan¬ 
gent en F' à (‘t»') ; et, comme la développable est circonscrite à ce 
plan tangent est le plan tangent à la déYelu[)pable au point F', c’est-à- 
dire le long Je la génératrice ( D) ; c'est le plan osculateur à l’arôte do 
rebroussement (Aj au point F. 

Il y a évidemment réciprocité entre (<ï^), L'autre série de dévelop¬ 
pables aura pour arêtes de rebroussement les enveloppes des droites (D) 
sur la surface Soient (A^) ces arêtes de rebroussement. Ces déve¬ 
loppables seront circonscrites à (4>) le long* des courbes de contact (G). 
yoHs avons ainsi déterminé sur{^) et (‘ï»'; deux réseaux conjugués qui 
se correspondent de manière qu’aux courbes ( A) correspondent les 

courbes (G'), et aux courbes (G) les 
courbes (A'); T une des familles 
de courbes correspondantes étant 
constituée par des arêtes de 
rebroussement, et l'autre par des 
courbes de contact. 

Le deuxième foyer F' est le point 
de contact de la droite (D) avec son 
enveloppe quand F se déplace sur la courbe (Gj [Cf. Ch. VIII, § 3], 

2 ^ Supposons une surface focale et une courbe focale ('/). Une 
des séries de développables est constituée par des cônes ayant leurs 
sommets sur (*/). Les courbes (G) sur (4>) sont les courbes de contact 
des cônes circonscnts à (4»1 qui ont pour sommets les divers points 
de ( 9 '). Les plans focaux sont : le plan osculateur à (A) au point F 
et le plan tangent à (^ï») au point F, c’est-à-dire le plan tangent à 





nONGRCENCES DE DROITES 


(çi') passant par i), et le plan taa^*ent au curie «le la «‘oii^ruence «le 
sommet le Ion»' de D. Les courbes iC), (Xi tbrmeut un réseau 
conjugué sur ( 4 >). 

8^^ Supposons oiiiin deux courbes locales (9) (ç') ; les deux* Familles 
de développables sont des cônes passant par rime des courbes el ayant 
leurs sommets sur rautre. 


Cas singuliers 


Voyons maintenant le cas des Foyers conFondus. 

Il y a une surfoce focale double non développable. Dans ce cas, 
la congruence est constituée parles tangentes k une Famille d'asymp¬ 
totiques de cette surface [§ i, pa^^e 127^. Il 11'y a plus <[u’uue Famille 
de développables, ayant pour arêtes de rebroussement ces asymptoti¬ 
ques. Prenons, en effet, cette surface pour support, et pour courbes 
w = c*^ ces asymptotiques. L’équation ditt'éreiitielle qui rlétermine les 
développables est, comme ou l’a vu i 3 r' : 

(E'dn 4 - F'dm) dm = 0. 

L’équation des lia;Ties asympLitiques est : 

FJdv^ -P 2rdvjlw 4- GV/?/)2 = O ; 

elle doit être vérifiée pour 0^/0 = o, donc E'=o, et l'équatiou qui 
détermine les développables devient dm- = 0, ce qui démontre le 
résultat énoncé. 

20 II y a une courbe focale double (9). Les droites de la congruence 
sont dans des plans tang*ents aux divers points de (9). Une famille de 
ces développables est donc constituée par ces plans. On aperçoit immé¬ 
diatement deux autres développables particulières, l'enveloppe des plans 
tangents précédents, et la développable qui a pour arête de rebrous¬ 
sement la courbe (9). Il est facile de voir qu’il n’y eu a pas d’autre. 

Soit, en effet, la courbe (9) : 

= /(«O' y = yip)^ - = ' 

la tangente a pour coefficients directeurs les dérivées /‘\ <f\ h' ; don¬ 
nons-nous en chaque point les coefficients directeurs d une droite 
particulière de la congruence b^(v), droite quelconque 

«le la congruence aura pour coefficients directeurs : 

a = /'(v) -f- ma fl)) y b = ff'(v) + mb^iv), c b'w) + mcjr). 
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L'cqnatioii ilitlvrontipllp des développables est alors : 


/" -r 

(/ '' -f iva'yjr -f (tQ.dm 
fiJr 


= O ; 


flr est en tacteur ; en retraïudiaiit la troisième lioTie, divisée par cIü, de 
la [ireniière, iv est en tactem*. et 1 éijiintion se réduit à : 


! ''ü 

//) dr" I /'" -r 

i / 




Nous trouvons = 0 qui correspond aux plans tangents; «)=o 
(jui correspond à la développable d’aréte de rebroussement (o), et 
entin : 


fia bu c„ 


^^0 <’'(• 

f (f h" 

-p w. 

U c\ 

f //' 


f 9’ b’ 


(jii'il reste à interpréter. 

Or le plan tarii»‘ent considéré, en un point de la courbe (9), a pour 
équation : 


y !/ — !/ - — f' 

J" ’J h' 

O hyt 



Chorchons son piiveloppc : la ('arncU'ristique est l’intersection de ce 
plan avec le plan : 



// — .'/ 

r — Il 


,r —/ 

y — ff 

Z —h 

r 

d” 



f 

y' 

h' 

f'a 

bu 

Cq 



/>'« 

0 


La droite (D) : 

Ii[f +W(i„{v)\ 5=...., 

est, (piel que soit it\ dans le premier plan. 

hxprimons quVlIe est dans le deuxième : cola donne, pour détermi¬ 
ner //), Téqnation : 


/*' 4 - IOOq 
> 

4 - 

f’ 4 - IDQu 

f 





qui iiVst autre que Téquation (i). 
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i:C) 

Celle-ci définit donc bien l’enveloppe def-^ plans (|ui contiennent les 
droites de la congruence. 


Cas des surfaces focales développables 

3. — Nous avons trouvé comme cas particulier du lieu des levers 
une courbe. En examinant la question au point de vue vorrélafif à\\ 
principe de dualité^ nous sommes conduits à e.xamiiier le cas où F en¬ 
veloppe des plans focaux est une surface développable, soit (<]>). 
Soit (<î>'j l’autre nappe de la surface focale. Les droites de la con¬ 
gruence sont tangentes à («i*') ; or une tangente à la développable 
(4») doit être dans Tun des plans tangents qui enveloppent cette déve¬ 
loppable; les droites de la congruence sont donc les tangentes à (<!>') 
qui sont dans les plans tangents à (d>), ce sont les tangentes aux sec¬ 
tions de (<!>') par les plans qui enveloppent (<î>). Dans ce cas, les arêtes 
de rebroussement (A') sur la surface (‘ï>') sont des courbes jdanes, les 
développables correspondantes étant les plans de ces couri)es. Les 
foyers d’une droite (D) sont : le point de contact avec (4»'), et le point 
d’intersection avec la caractéristique du plan tangent à la développable 
(<î>). L’autre famille de développables aura ses arêtes de rebroussement 
sur la surface et correspondant aux courbes (G') conjuguées des 
courbes (A'), 

Réciproquement, si les arêtes de rebroussement des développables 
situées sur une des nappes de la surface focale sont des courbes 
planes^ les développables correspondantes seront des plans, et leur 
enveloppe sera la deuxième nappe de la surface focale. 

Pour avoir une congruence de cette espèce, on peut prendre arbi- 
ti'airement la développable (^), et sur cette développable, une famille 
de courbes quelconque. Les tangentes à ces courbes engendrent une 
congruence de l’espèce considérée, car l’une des familles de développa¬ 
bles est évidemment constituée par les plans tangents à la développa¬ 
ble («ï») ; les courbes de contact sur la développable sont les généra¬ 
trices, qui peuvent être considérées comme conjuguées a toute famille 
de courbes. 

Le cas, corrélatif de lui-même, où la congruence possède une courbe 
focale et une surface focale développable^ sera étudié au | 5. 

Supposons que les deux nappes de la surface focale soient déve¬ 
loppables. Il suffit de partir d’une développable (4>), et de la couper par 
une famille de plans dépendant d’un paramètre. Les sections seront 
les courbes (A), et les plans de ces sections enveloppei'ont l’autre déve¬ 
loppable focale. On peut dire dans ce cas que l’on a deux familles de 
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i;{i; 

|()aiis. à ini iiarani('*ti-o, les droites de la congruence étant les intersec¬ 
tions do chaiiue plan d’une famille avec clia((nc plan de l’autre. 

Itii Jieiil vcrilier ([U(‘ Vhijpothèsi' (T une surface focale double dére- 
lopjiidde est à rejeter. Etant donnée, en efl’et. une surface dévelop- 

(i) .r “/'/’) -T //)/**'y =//(^’) + - ~ ^^(^0 + 

toute (Irnito ( 1 ) <ruiie con^Tueiice aJnieltaiit cette suriacc pour locale 
lui cbt laiitreule, et a des coelficieiits directeurs de la lorme : 

( ;> I a ^f\p) 4- V'V'/' ^ 

h étant une certaine fonction de v et w. On reconnaît alors que, si ou 
prend la focale ( i) pour siqiport île la con«*rnence, l’équation aux points 
focau'^ § I, équ. f 5 )j s’écrit : 




I 0 

0 

f r r 

if f 

X 

aO 

r -f- « 4- w — 

ub 

K V //" 


I Ü — 

0 






Le premier facteur n’est pas nul, l’aréte de rebroussement n’étant 
pas plane. Le second se réduit à : 

«e / _ 6) = O. 

Or H n’est pas nul, sans quoi les seules droites (D) seraient les g*éné- 
ratrices de la développable. Il est donc impossible que les points focaux 
soient confondus. 

Les deux cas singuliers^ où les focales sont doubles, se correspon¬ 
dent à eux-mêmes au point de vue corrélatif. Gela résulte, pour le cas 
d’une surface focale double, de cette remarque que les asymptotiques 
d’une surface se correspondent a elles-mêmes ; car une asymptotique 
est telle que le plan osculateur en l’un de ses points soit tangent à la 
surface; et, au point de vue corrélatif, un point d’une courbe se trans¬ 
forme en plan oscillateur d’une ai'ête de rebroussement, et inversement. 

Dans le cas où le lieu des foyers est une courbe focale double, à 
chaque point de laquelle est associé uii plan Ibcal unique, tangent 
à la courbe, une transformation dualistique fera correspondre, aux 
3c* foyers, oc^ plans focaux ; et à chacun d’eux sera associé un foyer 
unique situé sur l’enveloppe de ces plans focaux. On aura donc bien 
de nouveau une courbe unique pour lieu des foyers, ave^c oc^ plans 
focaux tangents à cette courbe. 
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Introduction des éléments de contact. — Focales 
rectilignes. — Congruences de Kœnigs. 

4 . — H y a un antre cas particulier corrélatif de Ini-îtféinc, auquel 
on est tout naturellement conduit, quand ou fait intervenir, dans la 
théorie des congruences, les notions fondamentales de la (jéoinélrie 
des éléments de contact i SophusLie). 

On appelle élément de contact le système constitué par un point 
et un plan passant par ce point. Les surfaces, les courbes et les points 
peuvent être considérés comme des multiplicités, dont chacune est 
formée de 00 - éléments de contact: en chaque point d’une surface, il y 
a un plan tangent et un seul, ce qui donne oc^ éléments de contact : 
sur une courbe, il y a oc^ points, et, en chaque point, cc^ plans tan¬ 
gents, ce qui donne encore oc- éléments de contact ; pour les dévelop¬ 
pables, nous avons oc^ plans et oc*^ points, donnant éléments de 
contact ; une droite est, de même, constituée par oc- éléments de con¬ 
tact obtenus en associant de toutes les manières possibles les cc^ points 
de la droite et les oc^ plans passant par la droite ; un plan a pour élé¬ 
ments de contact les éléments qu’il forme avec ses divers points ; 
un point a pour éléments de contact les oc- éléments qu’il forme avec 
les divers plans qui le contiennent Le contact de deux surlaces, ou 
d’une surface et d’une ligne, la rencontre de deux liâmes, le lait qu un 
point appartient à une surface ou à une ligne, toutes ces relations 
géométriques d’apparences si diverses, s’interprètent alors d une 
manière unique ; les deux multiplicités considérées ont en commun 
U U élément de contact. 

Dans la théorie des coiigTiiences, les foyers et les plans tocaux asso¬ 
ciés d’un rayon constituent les éléments de contact focaux de ce 
ravon, qui sont communs à toutes les surlaces réglées de la con¬ 
gruence, passant par ce rayon. Les surlaces locales, courbes locales, 
développables focales, sont les multiplicités focales, engendrées par 
les éléments de contact focaux, et chacune a un élément de contact 
commun avec chaque rayon. 

Une multiplicité focale est ‘le lieu de oc- éléments locaux ; mais il 
n’y en a plus que oc* dans le cas d une courbe locale double : ils cons¬ 
tituent aloi^ une bande ou bandeau cTéléments, qui a cette courbe 
pour support [Cf. Ch. VII, 14]- 

Relativement à la nature particulière des multiplicités locales, nous 
avons considéré tous les cas possibles, sauf celui où l’une des multi¬ 
plicités focales est une droite. 

Nous écartons les cas où une multiplicité focale serait un plan ou un 
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poinl : la von^iMieitce se rétliiisaiit alors aiiv droites du plan, ou auv 
niMiiis issus liu point. 

Lii peut être considérée comme le lieu de points, ou comme 

reiiNeloppe de plans ; c'est tlonc à la Fois une courbe et une déve- 
l,)p[>able; il en résulte que, dans une congTuence dont une Focale est 
une droite, une des Familles de développables de la congruence est 
constituée par des cônes avant leurs sommets sur la droite, et l’autre 
par des plans passant par la droite. Si, en particulier, la congruence a 
pour multiplicités Focales une droite (oj et une 
surFace les Familles de développables seront, 
d’une part les cônes circonscrits à(‘l>) par les difle- 
reuts points de (o), ce qui donne les courbes de 
contact (G) ; et d’autre part les plans passant par(o), 
(|ui coupent i‘l>) suivant les arêtes de rebrousse¬ 
ment (A). Et les courbes (A), (G) Forment un sys¬ 
tème de courbes conjuguées l'p. 1 3 o^ On obtient ainsi 
le Théorème de Kœnigs : Les courbes de contact des 
rô/iesr/rronsrrifs à fine surface partes divers points d'une droite if ), 
et les serfions de cette surface jmr les plans passant par (S) consfL 
ineni un réseau conjugué. 

Remarfine. — Si les multiplicités Focales sont deux: droites, fo) et 
la conî?rueace est constituée par les droites qui rencontrent ces 
deux droites. (Test une congruence linéaire ilunl les droites (o) et (8'( 
sont les directrices. 

Dans le cas d une droite focale double (Ô), c’est-à-dire d’une ligne 
Focale double reclilii^ne, à chaque point A de la droite correspondra 
un plan (P) passant pai* cette droite, et la congruence sera constituée 
par les droites (D) situées dans les plans ^P) et passant par les points A 
de (6). Si la correspondance entre les points A et les plans (Pj est 
homographique, on obtiendra ainsi une congruence linéaire spéciale., 
à directrice double (voir ch. X'). 



Application. Surfaces de Joachimsthal. 

Rechercher les surfaces dont les lignes de courbure d’an système 
sont dans des plans passant par une droite fixe (8). 

Soit pî>) une surFace répondant à la question ; imaginons les tan¬ 
gentes aux lignes de courbure considérées ; ces tangentes (D) consti¬ 
tuent une congruence, et comme les lignes de courbure sont dans des 
plans passant par (o), ces droites (^D') rencontrent la droite (S) ; (4>) est 
une des nappes de la surface focale : les développables sont, d’une 
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niC-mv. Kti ra{)atlant la soroiid plan sur 1 <‘ pi'omioi**, les deux familles 
dp urands reivl(*> se su{>ei*|iOseront et un aura une autre trajertoire 
tirthuü’Oiiale ili* la même lainille de ^’rauds ceirles. 

On ron.sif/èrrra flonv firnts un plan pasiiant pur {6) une famille de 
rendes uijuut leurs rentres sur i o), on en déterminera les trajectoires 
imthmfonaies. et on fera tourner (dtacune de res trajectoires ortho- 
ipjnufes autour de îo) d'un angle qui lui corresponde et qui varie 
d'une maniéré continue quand on passe d'une trajectoire à latrajer- 
foire infiniment voisine Le lieu des courbes ainsi obtenues sera la 
surface si la famille <los cercles et la loi de roLatioii sont conve- 
iialdement rhoisies. 

Uuelle ijue soit d'ailleurs cette loi de rotation, et quelle que soit la 
famille des cercles, on obtient toujours ainsi une surface répondant à la 
question: cette surf'ace sera en efteteng’endréepar des courbes qui cou¬ 
peront orthoocoiialement la famille de sphères avant pour «Tands cercles 
les cercles considérés, et par conséquent la surface coupera à angie 
droit toutes ces sphères tout le long* des courbes d'intersection. 

Nous allons <ioiic chercher les trajectoires ' d’une 

famille de cercles situés dans un plan, et fiyant leurs centres sur une 
droite s o ). Cherchons plus généralement tes trajectoires orthogonales 
d'une famille quelconque de cercles et un plan^ que nous définirons en 
donnant les coordoiiiiées du centre I, et le rayon R, en fonction d'un 

pai'amètre a. Considérons une trajectoire orthog'onale, rencontrant un 
des cercles eu un point M. Les coordonnées du point M sont, en fonc¬ 
tion du paramètre u : 

m) .r = r? -f R cos 9, g = /> -f R sin 9, 

V étant une fonction de u convenablement choisie. Tout revient à 
déterminer cette fonction de u de manière que la courbe représentée 
pur les équations 11 ) soit normale à tons les cercles. La normale DI au 
cercle u pour [tarainètres directeurs cos 'f, sin ; elle doit être tang*eiile 
à la courbe, ce qui donne la condition : 

la) =0, 

cos c sin 'v 

c’est-à-dire : 

da -f cos*;.</R —R sin 

CO s 
ou : 

siu Z.du — cos z.db — Rdz = 0 , 


db -f sin 9 .«''R 4 - Reos 
sin 


: O, 


OU encore : 




fl'oiï : 

(h=.Ji‘aL, 

‘ I -h 

réquatioii (liiréroiitielle tl(‘vieut : 

I '-ahv _ * ‘Mv ^ i—iv- j . a .3 , b' . 

du '^i+w2 ( ^' '^H ,) 

OU : 

f+ -iXw — B. 
du 


C’est une équation de Riccati. Le i*apport anharinonique de ({uatvc 
intégrales //> est constant. Pour interpréter ce résultat, imaginons Piiu 
des cercles de la famille. Soit M le point où il est coupé par une des 

trajectoires orthogonales : tg est le coeflicient angulaire de la 

droite AM {v. figure). Si on considère quatre trajectoires ortho^‘o- 
nales coupant le cercle aux points 
M, >r, M", M'", les quatre valeurs de w 
correspondantes sont les coefficients 
an«*iilaires des quatre droites AM, 

AM', A^I", AM'", et le .rapport aiihar- 
monique des quatre intégrales /n est 
le rapport anharmonique du faisceau 
( A. M, M', M", M'"), c’est-à-dire le rap¬ 
port anharinoniqiie(M, M',M'^M"') des 
<j ualre points sur le cercle. 11 en résulte 
que quatre trajectoires orthoqona- 
les crâne famille de cercles coupent tous les cercles de la fainille 
suivant le même rapport anharmonique. 

r 3 ans le cas particulier où les cercles ont leurs centres sur une 
droite (ô), les points M', M" d’intei'section du cercle avec (o) corres¬ 
pondent à deux trajectoires orthogonales ; on connaît donc deux 
intégrales de l'équation de Riccati, et la détermination des trajectoires 
orthogonales se ramène à une quadrature. Pour définir la famille, au 
lieu de se donner a, ô, R en fonction d’un paramètre, on peut se don- 
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ücr uiip licijt’clüij'v ijrtliOiiüiiHlt* {1 i ’ un coiiiiciît cilors trois iiîtcj^rales 
tle i'rquiitioii (le Riccali. et riiit(:‘i4Tale i'-éiiéi'ale s’obtiendra en écrivant 
(|ue son rapport aiihariuoiii(|ne a\ec les [trois inté^’rales connues est 
cunslanl. 



Supposons i|ue [o] soit i'axe o.r, et tloniious nous (P) par ses tan¬ 
gentes (Tj. Uune d’elles est définie par les équations : 

x = n -r ? cos u, ij = p siii 

a étant une fonction donnée de u. Pour déterminer le p du point de 
contact M"' avec (P), il suffit, suivant les principes de la théorie des 
euvelop[ios, de différentiel- eu considérant x et y comme constants, 
ce qui donne : 

lia — P sin II du -r cos ii d/p = o, p cos u du -f- siri a = o, 
d’où : 

da . 

O ==-— siii u = R. 

‘ au 

Cette formule donne le rayon R = IM'" du cercle de la famille dont 
le centre a pour coordonnées æ = a, y = o. Une trajectoire orthogo¬ 
nale quelconque est doue représentée, d’après ce qui précède, par : 

(4f = O + ^ siu u, cos 9, y sin ii, sin ^p, 

l’angle étant lié à u par la constance du rapport anharmonique 

(M, M', M", M'"), qui s’exprime par la formule : 


(5/ 


tg|-=:m. tg^ , (m = const^e) 
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Revenons maintenant aux surfaces de Joachimsthal. 

Si ou fait tourner la courbe ( 4 ) d iiii aii^'le ü autour de ox\ et si 
ou pose : 

*=/'("'• 

ou obtiendra, pour une trajectoire orthogonale quelconque de la 
famille de sphères ayant pour grands cercles les cercles considérés, 
les équations : 

f X J\u) q- f\ii) sin U cos ç, 
tO) j /y = f\a) sin ii sin ç cos o, 

( - = /V^) sin 9 sin l\ 

où 9 est toujours lié à ii par la formule ( 5 ). D'après le mode de ûréné- 
ration obtenu, ces formules représentent rune quelconque des surfa¬ 
ces orthogouales aux sphères considérées, à condition d y considérer m 
comme une fonction ?n = <j{d), qui peut être arbitrairement choisie. 
Ou supposera donc sin 9 et cos 9 remplacés, dans les équations (6), par 
leurs expressions en fonction de : 

(71 

et, eu y considérant ii et v comme des paramètres arbitraires, elles 
représenteront la surface de Joachimsthal la plus générale. 


Détermination des développables d’une congruence 

5 . — Nous avons vu que la détermination des développables d’une 
congruence dépend de r’.uléü'Nil'i; : d’une équation diÛérentielle du 
premier ordre et du deuxième degré. Cette intégration peut se simpli¬ 
fier dans certains cas. 

On obtient les développables sans quadrature si la congruence 
admet deux courbes focales, ou corrélativement deux développables 
focales. Dans le premier cas, on obtient des cônes, et dans le second, 
des plans tangents, comme on Ta vu précédemment. 

Si la congruence admet une courbe focale, ou corrélativement une 
développable focale, on a immédiatement une des familles de dévelop¬ 
pables de la congruence ; pour avoir Tautre, on est ramené à intégrer 
une équation différentielle du premier ordre et du premier degré. 

Cette équation a des propriétés particulières dans un cas corrélatif 
de lui-môme, cas où la conffraence admet une courbe focale et une 
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Soit |X / l'arvte de rebroussemeufc de la dévelop- 
[Kilde tbvaie i‘i>) ; {‘oiiNÎdéi'OJis une i»*éiiéicitrice quelconque (C) de cette 
déseloppable : les droites de la coui»Tiieuce rencontrent la courbe 
tbcale f'y;,et ^ont dans les pians taniîents à (^bj.Soit un plan tang'ent 
à 1>). qui reucontiv f ç') en F' ; toutes les droites de ce plan qui passent 
par F' s(nit des droites de la conqruenee. Considérons les développa¬ 
bles de la congruence passant par une de ces droites (D) ; il y a d’abord 
le plan qui enveloppe la dé\eloppable, et qui admet pour courbe de 
contact la i^‘énératrice iC). Les foyers de la droite (ûj sont F' sur icp'j 
et F sur(Cj. La deuxieme développable a pour arête de rebrousse¬ 
ment une courbe ( A) de (d») dont les lan«-entes vont rencontrer (ç'}. 



Le problème revient donc à trouner fes coarbea crime dévelop¬ 
pable f‘l>) donl les t(ingéniés vont rencontrer une courbe 

Nous allons chercher directement les développables de la coii^Tuence, 
que nous défiuirous en partant de la courbe et en associant à 
chacun de ses points un certain plan dans lequel seront toutes les 
droites de la congruence passant par ce point; la développable (<i>) 
sera l’enveloppe de ce plan. 

Soit la courbe {jT) : 

= /(^’)' y = 

Pour délinir un plan passant par un de ses points, il suffit de se 
donner deux directions a^{v). c^{v) et a^(ü)^ 

contenant toutes les droites de la congruence, les coeffîcienls direc- 
teai*s d’une telle droite sont alors : 

ti = (i^ -f wa.. b = bi^^ wb,., c = cq + 100^. 


/ï i ÎaU*:» /1a« kl 
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n b c 
df dg dh 
da dh de 



(levioiit ici, eu desig’riaiit par des accents les dérivées par rapport 
à y, 


dü 


-h 


f'ip) 

{a\ -h wa'^)dü 4- a^dio 



O. 


Nous trouvons dv = o, d = ce qui nous donne les plans des droi¬ 
tes de la congruence. L'autre solution s'obtiendra par rintégration de 
réquation, 



a, . . 


a^ -P loa^ 

du) 

/' . . 

-f- dü 

/; • • 


«2 • • 


^ ^ i ioa^2 


équation de la forme : 


Pw^ + Qw + R, 


où P, Q, R sont fonctions de o seul. C'est une équation de Riccati. 

Indiquons quelques cas où on peut avoir des intégrales particulières 
de cette équation. Si la courbe f/d) est plane, et si on coupe (^) par son 
plan, la section est une courbe dont les tangentes rencontrent (c'), 
c'est une courbe (A) ; on connaît une intégrale particulière, le pro¬ 
blème s’achève au moyen de deux quadratui’es. En particulier si (-r) 
est le cercle imaginaire à l’infini, on doit déterminer sur (<î>) des cour¬ 
bes dont les tangentes rencontrent le cercle imaginaire à l’infini, 
ce sont les courbes minima. La défer mi nation des courbes minima 
d'une développable se ramène à deux quadratures. 

Corrélativement, si est un cône, considérons le cône de même 
sommet et qui a pour base (ç') ; c’est une développable de la deuxième 
famille ; on connaît une intégrale particulière, et le problème 
s’achève encore par deux quadratures. 

Si (<ï>) est un cône et (o') une courbe plane, on connaît deux inté¬ 
grales particulières, et on est ramené à une seule quadrature. 

Supposons encore que les plans qui enveloppent la développa¬ 
ble (<î>) soient normaux à la courbe (9'). Nous avons la congruence 
des normales à la courbe (o'), et la recherche des développables 
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i4C. 

.1. .... cuiuls r est perpeiuliculaire h la tau«eute FT. Si ou considère 
le cône isotrone J) de sommet F', le plan normal est le plan polaire 
de kl tamïeiite par lapport à ce cône isotrope ; parmi les normales 
il V i donc les deuK üéiiératrices de contact des plans tangents menés 
parlatanaeiiteaucône isotrope. Soit (G) Fune d’elles on l’obtient 
al.u-briqnement; considérons la surface réglée (R) qu elle engendre 
lorsque F' décrit la courbe (çl. Le plan asymptote, plan tangent 
à riiltini sui ^ G ), est leidaii tangent au cône isotrope (J) le long de ^G) ; 

I l surface réglée contient la courbe (ç'), et le plan tangent au point F 
est le plan délini par (G) et FT, qui est encore le plan tangent au 
cille isotrope 'e long de iG). Le idan tangent à R est donc le môme en 
deu.v points de iGp et. par suite, est le même tout le long de (G) : 
cette droite engendre donc nue surfucc développable. Ainsi les droites 
isotropes des plans normaux à une courbe ijauche eiu/endrent deux 
deoeloppables et enveloppent deux développées de la courbe gauche. 
Nous axons ainsi deiiv intégrales particulières, et la détermination des 
développées doit s'achexer par une ^pule quadrature. 

Etfectiveinent, en siqqiosant que v est l’arc s de (ç'), que 
U .b., i\ : <7>, b.,, e, sont les cosinus directeurs x', y' de la normale 
principale et :x’'j v" de la binomiale, l’équation précédente devient, 
en désig'naiit par y.. y les cosinus directeurs de la tangente. 


dw 


% 

L’ 



y. 

a 


(Js 


2 "" 




a' + ma" 

X 

a u" , a' 

'"t 




c’est-à-dire : 


— diD -1- Y ^ ’ 


et donne la solution : 


lO 



Comme w u’est autre chose ici que la tangente de l’angle / d’une 
normale avec la normale principale, la concordance avec la for¬ 
mule (i) du chapitre V, | 2, est manifeste. 

On vérifie que l’équation différentielle en 10 admet les deux solu¬ 
tions : w = zt: h qtii correspondent aux développables isotropes. 

Si on remarque de plus que la surface focale de la congruence des 
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contact des normales avec les dé\elü|j|)ées sont sur la droite polaire, 
on retrouve Ions les résiiltats essentiels obtenus au chapitre Vau sujet 
des développées des courbes i>‘aLiches. 


Propriétés infinitésimales métriques des congruences 

6. — Nous allons faire l’étude d’uiie conoTuence quelconque, dans 
le voisiuag'e d’une de ses droites, c’est-à-dire analyser les propriétés 
qui résultent de la considération simultanée de cette droite et des 
droites infiniment voisines appartenant aussi a la congruence. Gela 
revient à considérer les diverses surfaces rég-lées de la congruence 
(c’est-à-dire engendrées par des droites de la congruence) dont la droite 
considérée est une génératrice, et à étudier les plans tangents à ces 
^ surfaces réglées aux divers points de cette génératrice. La notion des 
foyers et des plans focaux est le point de départ de cette étude. 

Soit (D) la droite considérée : prenons-la pour axe des 5, et plaçons 
l’origine des coordonnées au milieu des deux foyers ; prenons enfin 
pour plans des æ 5 et des yz les plans bissecteurs des plans focaux. 
Si la congruence est réelle, les foyers peuvent être, ainsi que les plans 
focaux, réels ou imaginaires conjugués, de sorte que le point milieu 
des foyers et les plans bissecteurs des plans focaux sont toujours 
réels. 

Reprenons les notations du § i, mais avec le ^choix suivant des 
données ; le siqjport de la congruence passera en O et y sera normal 
à Or ; les lignes coordonnées w = o, o = o seront celles qui se croi¬ 
sent en O ; les variables o et u) seront les longueurs d’arc de ces cour¬ 
bes, qui admettront, de plus, pour tangentes Oæ et 0 ^. D’autre part, 
a, ù, c seront, pour (D), des cosinus directeurs. 

Gela étant, on aura, pour n = o, 

ei/_D<7_ ^_ D/_ dy _D/i_DA_^^ . 

De Die ’ Die De De Die ’ 

et, par suite, 

(il ^ clh = 0. 

De plus, on a, quels que soient e, lo, 

a® 4-Z/2 4-6*2= I. 


D.7 I 1 Dà , De 
fl -1- b -1- C ——o 


Dii , , dA , De 
a - b -hc — = o; 
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et, par suite, pour v = tr = o. 


sont mils, et on a : 

:>v Div 


12 ' ild = a'fh -f db — 

en posant, pour ahrét'er récriture : 


Du 


/.IV t vu 

^ ' De 


Du 
' DU' 




D/> 


Z>'c/o 4- b'’dw^ de = O, 


I n ^b 

b”=~^^, {[^ouv U =w = o). 


Comme nous nous liuriions aux propriétés iiilinitesimales du pre¬ 
mier ordre, la surface réi*‘lée (Rj quelconque, passant par (D), et dont 
les génératrices ap[>artiennent à la coni^‘ruence, que nous allons consi¬ 
dérer, n'interviendra que par la direction de la tang*ente OT à sa trace 
sur le plan xOf/ : nous poserons : 

(Ox, OT) = 9, 

de sorte qu'un déplacement infiniment petit sur cette trace sei*a : 
dæ = eus 'z,ds\ fhj = sin 9.r/.v, dz = o. 


Si donc on a éu'ard aux formules ( i), on voit que la g*énératrice de (R), 
iufininient voisine de iD), que nous avons à introduire, s’obtient en 
donnant à u et le les accroissements infiniment petits : 


( 4 ) 


i/v = cos ç.f/.sx div = sin o.r/.v. 


Le plan tancent à (R), au point M de il),) (|ui a pour cote r = w, 
sera défini par l’angle 0 =:/O.r, OPi ([uTl lait avec le plan 
OP étant la trace de ce plan sur le plan æOy ; son équation sera : 

( 5 ) X sin 0 — y cos 0 = 0. 

Pour calculer l'angle 0 , il suffit d’écrire que ce plan contient la 
tangente à la courbe a — constante qui })asse en tangente dont les 
coefficients de direction sont : 


dx = df 4- uda, dy = dy 4- udb, dz = o. 

En tenant compte des formules (f), (2) et 14), on obtient aipsi : 

;^cos 9 4- {ü^ cos 9 4- cd sin 9)^] sin 6 — 

— sin 9 4~ [b^ cüs 9 4- b” sin o)a] cos 0 = 0, 


ou : 


tg 0 = + (14- tg y 

(1-4- an) 4- û"//.tg9 


a>) 
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En écrivant que le second membre ne dépend pas de tg'ç, on obtient 
l’équation aux cotes des/o//^r.ç : 

( 7 ) (ï d- ff'fi) (i 4“ — h'r/ji' = O. 

L’orii^'ine étant an milieu des loyers, la somme des racines est nulle : 

-f // = O. 

De plus, les valeurs de ts;- 0 , qui correspondent aux deux racines n 
et — //, c’est-à-dii*e qui donnent les plans focaux, sont : 

. f, it b'fl 
Ig 0 — ; 

iznoi/ 

et comme elles doivent, d’après le choix des [dans coordonnés, être 
ég’ales et de si^'ues conti-aires, a' est nul. On a donc : 

(8) . r/' = // = ü. 

Nous poserons : 


(9^ 





H 


L’équation aux foyers (7) se réduira donc à : 

(lO) a- = pq^ 

et les plans focaux seront définis, en mémo temps, ])ar : 

(U ) ti*’0 = , tîJ^- 0 z= . 

q II q 

L’équation (G), donnant la loi de la variation simultanée des éléments 
g’éométri(jues associés 0, ii et ç, devient enfin la formule fondanien- 
taie : 


(12) 


^ <7 /> + "tgo 


La correspondance entre deux ([uelconques des trois éléments tg c, u, 
tg -0 est homographique, le troisième étant supposé constant. On voit, 
en particulier, que, en un point M de (D) donné, le plan tangent à (R) 
tourne, quand (R) varie, dans le même sens que le plan tangent au 
point milieu O, ou en sens contraire, suivant que pqipq — est 
positif ou négatif. Si donc les foyers sont imaginaires [pq <i o), les 
deux rotations sont toujours de même sens ; si les foyers sont réels 
(/)çr>o), elles sont de même sens quand M est entre les foyers, 
de sens contraire si M n’est pas entre les foyers. 
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Bemarqiioils encore que I équation ( t'>) 

,, O» fi3') 

is, 7/_/(7 


peut s’écriie : 

— " + y tg 8 
‘ <1 /> — « tg 6 ' 


ce qui met en éviJence une loi de i-éeiiirocité entre fl et an signe 
[iri's de U. 


Points limites et Plans principaux 


Cherchons encore le point central de la génératrice (D) de (R'). 
Si on suppose n infini, la formule 11 a ) donne, pou rie plan asymptote: 


on a donc, pour le plan rentrai : 


(i 4 ) 


tg6 = — 



et cette valeur, portée dans (i. 3 ), donne, pour le point central : 

u5) « = - wi> + y) p, + '''• 

La cote du point central est donc toujours Unie, et ses valeurs e.vti‘émes, 
qui correspondent à : 


sont ; 

(i6) 


9 


TZ 




Ih 


y + y 
2 


On appelle points-limites ces positions extrêmes du point central : 
elles sont toujours réelles, ainsi que les plans centraux correspondants, 
qu'on appelle plans principaux du rayon : ceux-ci sont rectang’u- 
laires, et ont memes plans bissecteurs que les plans focaux 
(Hamilton). 

Si les foyers sont réels, leur demi-distance, qui est la moyenne 
géométrique de |p| et [(/l, est moindre que celle des points limites, 
qui eu est la moyenne arithmétique : les foyers sont donc entre 
les poiatsdiufiites, et les deux couples de points ont le même centrei 
qui est dit le centre du ruÿou. 



GOXGUT'ENUES DE DROITES 


ï5l 

Si 011 désigne par 2cl et 20 les distances des foyers et des points 
limites, les formules ( lo) et (17) donnent l'interprétation u’éométrique 
des quantités p et q : 

(17) d}—i)([, 20 = 1/3-f- r/l. 

D après les formules (ii), l ant^’le 2rrr des plans focanv est donné, 
en même temps, par les formules : 

(17') = ts:-n7 = £. 

" - >r cl ■ q 

Remarque. — Nous verrons, au chapitre suivant, que dans tonie 
congruence formée des normales à une surface, les foyers sont les 
centres de courbure principaux, et les plans focaux sont les plans 
de sections principales de la surface. Ces plans focaux sont donc 
rectangulaires, et se confondent dès lors avec les plans principaux du 
rayon, que Ton vient de définir. De plus, l’orthogonalité des plans 
focauv s’exprime, d’après la formule (i i), par la condition : 

d — d _P d _ 

Y ‘ Y — P ““ ’ 

on a donc, en ayant égard à (17) : 

d^—p^ = q- = pq\ P z=. <1 = d. d —h, 

d’où : » 

p = y=:H2<A = 0. 

Donc dans une congruence de normales, les poinfsdirnites de chaque 
rayon se confondent avec .ses foyers, et les plans focaux se confon¬ 
dent avec les plans principaux du rayon Les mêmes circonstances 
se produisent, dans une congruence quelconque, pour les rayons 
qui satisfont à la condition p = q. c’est-à-dire dont les plans focaux 
sont rectangulaires. 


Etude de la déviation 

Considérons maintenant deux points quelconques M et de la 
droite (D), et cherchons la relation qui existe entr^ la cote relative 
= P de ces deux points, et la déviation que subit le plan tan¬ 
gent à (R), quand on passe de l’un à l’autre, c’est-à-dire 1 angle 
d' — 9 = 6. Nous avons désigné par u' la cote de M', et par 0 ^ l’angle 
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que le |*laii i;niij[eiiL en Fait avec le plan r0.r, de sorte que Ton peut 
écrire, d'après ' 1 3' • 

_ P — it' -h y t»‘ _ P — + y g 

" ' // P — //' tiî’ 0’ q P — n to- h 

i )ii en cuiiclul : 

fi -* //) (/y — y tir tir-O') -f {fifi — J)q\ (tsr ô' — ti»* 0) = O, 


(p cos h' — Y si IJ 0 si 11 0' // sin-è) + I — }iq) sin =: o, 

i{ui ^'éL‘rit «nicoi-e : 

. IS, O 't' + eus (’i d- 2 6^ 4- // sin d j = {pq — li^) sin tL. 

Si ou se (iuijiie la désiation 'i, et si on Tait varier (R), c'est-à-dire 6, 
en lais^riüt fixe ie point M, c’est-à-dire «, on voit que p a un maximum et 
un ininimum donnés jiar : 

\ ?i j rus 'v -f 4- fl sin 'il = (pq — u^) sin 1, 

, r ^ 1 

/ pg cos 'I —_j_ Il sin -IJ = {^pq —sin 1. 

On tire di‘ là : 


p~q 


üs 1 4- fl sin = - (pq — m“) (—4“ ~ ) sin 
2 \ Pi p2} 


p^q 


= L{pq-u^)(L—L^ sini; 
ce qui permet d’écrire la formule (i8) sous la forme : 

U--- + -)+~(- - -) cos(.l -f 26 )=^, 

d'où l’on conclut là forfniile de Kammer : 

(!+») 


{ 20 j 


cos- 


Pi 


p2 


Dans le cas particulier où la déviation 'j/ est supposée ég'ale à ~ . elle 


se réduit à : 
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P pi 

qu'on écrit plus élég-amment, en introduisant l'ang'le 0 4- y= 0r> que 
le plan tangent en INI fait avec Tun des plans principaux du rayon : 

(21) - = —-1-. 

P Pi *^2 

Cette formule crHamilton a la même forme que la formule d’Euler 
(page 40 relative à la variation de la courbure normale, et conduirait 
à des conséquences analogues. La formule d’Euler est, en fait, un cas 
particulier de celle d’Hamilton. Supposons, en effet, que la congruence 
considérée soit la congruence des normales à une surface (S), et 
que M soit un point de cette surface. Soit (G) la trace de la surface 
réglée (R) sur la surface (S) : l’angle % est précisément l’angle de la 
tangente à (G) en M avec l’un des plans principaux du rayon, c’est-à- 
dire d’aprcs la remarque du paragraphe précédent, avec l’uue des 
directions principales de la surface. D’autre paît, la surface (Ri n’est 
autre que la surface (SO considérée dans la remarque qui termine le 
chapitre V ; de sorte que le point M', pour lequel le plan tangent à (R) 
est perpendiculaire au plan tangent à (R) en M, c’est-à-dire est normal 
à (G), est le centre K de courbure normale de (C). La formule {21) 
exprime donc bien, dans le cas particulier supposé, la courbure nor¬ 
male— de la courbe (G) de (S), en fonction des courbures princi- 
0 

paleset —de (S) et de l’angle 0 o de (G) avec l’une des directions 
Pi P^ 

principales de la surface. 

Paramètre de distribution. — Supposons, dans la formule géné¬ 
rale de la déviation (18), que M est le point central de (D) sur (R), 
c’est-à-dire que u est donné par(i 5 ). Nous obtenons alors : 

( 22 ) pq — u} — pq — (/) 4- g)2sin26 cos® 0 = 

=(P cos® 0 —y sin® 0) cos® 0 — /> sin® 0) ; 

et la formule (18) devient : 

P ^ 2 0 J = 

= {p cos® 0 — q sin® 0) (q eos® 0 — p sin® 6) sin ; 

c’est-à-dire, après division par le facteur (/) cos® 0 — q sin® 0) : 
f 23 ) ^ = c<^s® 0 — p sin® 0). tg . 
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Nous obtenons ainsi la formule de Chasles (page 102), et le para- 
mt'-tre de distribution de iD), pour chaque surface (R), est donné par 
Téquation : 

<24. K= //cos- 0 — />sin2 0=^^^cos 20 — 

en tunction <ie Fangle 0 du plan central avec le plan rO.r. Le point 
central est donné, en même temps, par la formule (lo) : 

f JO n = 

On voit que ^ et — p sont les valeurs extrêmes du paramètre de dis¬ 
tribution : elles correspondent aux deux cas où le point central est au 
centre du rayon ; les plans centraux sont alors les plans de coordon¬ 
nées, c'est-à-dire les plans bissecteurs des plans focaux et des plans 
principaux. 

Le paramètre de distribution s’annule, quand le.plan central devient 
perpendiculaire à l'un des plans focaux : le point central tend alors 
vers le foyer qui correspond à l'autre pian focal. 


Propriétés des pinceaux de rayons 


7. — Densité en un point, — Imaginons une surface régulée (S) de 
la couç^rueuce, contenant à son intérieur un rayon (D) de la con¬ 
gruence : la section de cette surface réglée par le plan perpejidiculaire 
à (D) en un [loint quelconque de cette droite est une courbe fermée ('?')» 
qui contient M à sou intérieur. Considérons tous ses points comme 
situés à une distance de M infiniment petite : l’ensemble des rayons de 
la congruence contenus à rintérieur de (S) sera dit alors un pinceau 
de rayons, infiniment délié,, ayant le rayon (D) pour axe ; les sec¬ 
tions, telles que (d), seront les sections droites du pinceau, 

La propriété fondamentale de ces jûnceaiix résulte de Tinterprétation 
du produit upi^ des racines de l’équation ( 5 ) du | i, qui détermine les 
foyers du rayon (DU Ce produit est : 





a 

b 

c 


a 

b 

c 


?iL 






TSd 

7>ü 

1>V 

, n = 

dr 




?£ 

ih. 



lyb 

De 





1>W 

t^lV 



P = 
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Ecrivous-le, eu clcsit**riant par fJi\ fJw des, mHnimeut petits positifs ; 

Prh\flfn 


11 , 11 -, = 


Wdr.thr 


Le numérateiir de cette tormiile se dévelo[)])e sons la Forme : 

(?.) Vflvdw = a. ; -di'ilw ^ h. * docho + r IhÙJÙ- dt'dw. 

' lJ(/’,«î) 

Or : 

' " T dvdm. IpAUldudiv, 

sont les trois com[»osaiites d’nn vecteur, normal à la surface 
( 4 ') , 7 *^ f{l\ lo), IJ = (J{l\ //M. J =: /ce. /ei. 


au point (o, w) de cette surface, et dont la lontciieur mesure l’élément 
d'aire de la surface en ce point. Si donc on suppose (|ne n, b, c soient 
les cosinus directeurs du rayon qui a sou pied eu (‘e j^oiiit, la quan¬ 
tité (2;, projection du vecteur ( 3 ) sur la direction ri, />, c, est la [)rüjec- 
tion de cet élément d’aii*e sur le jdan [»erpeudiculaire au ravon mené 
par le point considéré, (lomme, de plus, le \ecleur( 3 ^ et les tlirections 
positives : 


* De ' De '* \ D//* * dm' dm) 


des courbes coordonnées au [joint consitléré forment un trièdre direct, 
cette projection est [jositivesi la direction a. b, c et les directions posi¬ 
tives précédentes forment aussi un trièdre direct. 

Si nous supposons que le support ( 4 i soit normal au i‘avon, et que 
sou pied soit le point M du rayon (Dj précédemment considéré, cette 
projection de l'élément d’aire se réduit à r(*lémeut d'aire lui-méme, 
c’est-à-dire, à des infiniment petits près d’ordre siqjérieiir, a l'aire de 
la section droite (a) du pinceau, avec la meme convention de signe. 

Appliquons au dénominateur de la formule 11, les mêmes considé¬ 
rations : le support (4) est remplacé par une s[diere de rayon (i ), qui 
est aussi normale à (D) au point (n, w\. Ce dénominateur ^\düdw 
mesure donc, avec une convention de signe toute semblable, l’aire 
sphérique élémentaire homologue de (c), c'est-à-dire l'anade solide 
élémentaire que rem[)lissent les directions des rayons qui <*onstituent 
le pinceau, supposées issues d'un même point : c'est ce qu’on peut 
appeler la mesure de ran«’ie solide du pinceau. 

On voit, de plus, que le rapport (i) sera positif ou négatif suivant 
que les points homologues des contours de la section droite (a) et de 
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Taire sphérique qui lui correspond, décriront ces deux: contours, pai 
rapport à la direction positive de 1 axe du pinceau, dans le môme sens 
ou dans des sens opposés, lorsque Ton Fera décrire à un ravou mobile 
la surface réi^lée -! qui limite le pinceau. 

Donc /c J, rodait dt^s r/o^sarr^ alçfébriqaes des distances clan 
point M (Tan rayon qneleonqae d'une conqruence aux deux foyer,^ 
de ce rayon est èqtd au quotient de taire de la section droite JaiU 
en M da)ts un pinceau in finiment délie ayant ce rayon pour axepai 
fa mesure de ranyle solide de ce jnnceaiu ce rapport ayant le si^ne 
qui vient d'ôtre pré‘cis<'‘ (Kurninert. Cela équivaut a dire que c’est hi 
limite vers laquelle tend le i-apporl aiialoûi'ue relatil à nu pinceau de 
section droite finie, lorsque cette section droite tend v'ers zéro dan? 
toutes î^es dinieusions, sans f{ue le [dncean cesse de contenir à son 
iiitérienrle rayon (‘unsidéré. On prmid Tiiiverse de cett(‘ limite, qui ne 
dépend pas de lamanièi-e dont le [liuceau se réduit à sou ave, comme 
mesure de la densité du pinceau infininieut délié au point M. 

Donc la densité d'un pinceau de la conyruence, infiniment délié, 
en un point quelconque de son axe, a pour mesure tinverse du pro¬ 
duit des distances altjébriques de ce point aux foyers de cet axe. 

Ce théorème se réduit, pour la couo‘rnence des normales à une sur¬ 
face (S), an théorème de (rauss sur la courbure totale (CF. pai^e Oq). 
(]ela résulü* des remarijues suivantes : si on [ireud pour M le pied 
d’une normale sur (S), les distances alç;‘ébriques de M aux Foyers de 
cette normale, qui sont les centres de courbure [irincipanv de la sur¬ 
face 0), deviennent les ravons de courbure principau.v do (S) eu M. 
( )n peut, de jilus, considérer alors iS)comme siqqiort de la <‘ou£^Tuence, 
et, comme <-ette surface est normale en ]M au rayon (D) considéré, son 
aire élémentaire en M est égale à la section droite d’un pinceau, infini¬ 
ment délié, d’axe (D'i. Enfin, la correspondance établie par les direc¬ 
tions des rayons entre le support (S) et une sphère de rayon i, est ici 
la représentation sphérique de (S) : raiig*le solide du pinceau est donc 
Taire élémentaire de la sphère <|ui est homologue à Taire élémentaire 
de la surface (Sj dans sa représentation sphéri([ne. 

Etude des sections droites. — Si on imagine deux sections droites 
d un même pinceau infiniment délié, d’axe (D), le rapport de leurs 
aires a et d est égal au rapport inverse des densités aux points M, M' 
de (D) où sont laites ces deux sections. Si donc r^ ; /'g sont les 

distances de M et M', respectivement, aux deux foyers, on a, pour le 
rapport des aires : 


^ _ r\d^ 

<7 rxi 


(^) 
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Ce rap|joi‘t tend donc \ers z6i‘0, si. M restant fixe, vient en un 
foyer. Le pinceau s'aplatit donc en ses deux foyei-s, de manière que 
l'aire des sections droites correspondantes soit d’ordre infinitésimal 
supérieur à celui des autres sections droites. 

Nous pourrons préciser ■! ••. \\ i; ■ au mo\en des formules du ^ 6. 
Supposons le pinceau donné par la section droite faite au centre du 
rayon ; c'est, d’après le choix des axes de coordonnées, la section faite 
par le plan des æi/. En négii^’eaiit les infiniment petits d’ordre supé¬ 
rieur au premier^ les coordonnées d’un point du contour de cette 
section sont : 

(G) oc = cln, y = r/m, r = o. 

Les coordonnées d’un point quelconque du rayon de la congTiieiice 
passant en ce point sont : 

x=J(v-{- du, fo + dto) + II.a {v q- dv, w -j- dio)^ ^ r = ..., 

ou, en néuhuiv^ o les infiniment petits d’ordre supérieur, et tenant 
com])te des formules (i), (2), (8), (y) du § G, 

(7) X = de H- Il , y =. a + dii\ s = n. 

Si donc on considère u comme constant, les formules (G) et (7) 
expriment la correspondance établie par les rayons de la congruence 
entre les points du plan r = o, et ceux du plan r = m. Réservant les 
lettres ,r, y pour les premiers, et désignant les secondspar X, Y, cette 
correspondance est donc définie parles formules : 

(8) X = .X* — y, Y -- — æ //. 

C’est une cori*espoiidance linéaire, qui devient singulière si le 
déterminant des coefficients de .r et y est nul, c’est-à-dire pour : 

fd — pq = O. 

Cette condition exprime [équ. ( lO) ^ Gj que la section z = u est menée 
par un des fovers, F ; elle ne peut être réalisée que si les loyers sont 
réels. 

Dans le cas ou elle l’est, on a identiquement, quels que soient 
03 et ^ : 

Y = "X, 
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OU ^'*<{11. n), »• . en ilésiuiiaiit ]»ar 0 Taii^le du plan focal (P), 

associe au ld\ci‘ F, a\ec le plan zOx. 

V = X 0 . 

Oucilt* que s<»il donc la forme de la section droite centrale, c’est-à-dire 
dont le jdan pa>-^e par le centre du ravon, le pinceau est coupé par 
le plan de serfion droite passant par un foyer suivant un segment 
reetiliyne, situe dans le plan focal associé à ce foyer. La surface 
extérieure du pinceau a donc, si <jn uci^litJI’e les iidinimeiit petits 
d ordre su[iérieur au niainèlre de la section droite centrale, l’aspect 
d’une surface réglée ayant deux directrices rectilignes, qui passent 
par les fü\ers de Taxe du pinceau, sont perpendiculaires à cet axe, et 
sont situés dau& les. [dans focaux associés, respectivement, à ces foyers. 

Supposons, [lar exemple, ([ue la section droite centrale soit un 
cercle de ra}oii /*; la section [lar le plan décote r = « sera l’ellipse : 


PJ’ 


(X - " Y)-^ + lY - - Xi^ = 1 — 

' /i n ' 




qui se réduit etiectivemeiit à une droite double, pour id = pq., dansje 
cas où les to\ers sont réels. 

L'angle 6j d'un axe de cette ellipse a\ec le jilan rlXr est donné parla 
formule : 


(lu) 


tg 2Ct> 


q—p ’ n ' 


Dans le cas p = q (c'est-à-dire dans le cas des congruences de nor¬ 
males, si cette circonstance se produit pour tous les rayons ; et, plus 
généralement, toutes les fois que les [dans focaux sont rectangulaires), 
les axes sont donc toujours dans les plans focaux, confondus alors 
avec les [dans [iriiicipaux du rayon. 

Ce cas écarté, si ou [u-ojette la section sur le plan ir = o, ou verra, 
lorsque la cote u du plan sécant varie de — x à -f oo, l'ang’le droit 
formé par les deux axes de la section tourner toujours dans le meme 

sens : la rotation totale est de '1, et lorsque la cote n tend vers zéro, 

ces axes teuileut à se placer dans les plans principaux du rayon. Les 
deux ellipses fournies par deux [dans équidistants du centre du rayon 
sont, du reste, eu pi*ojectioii, s\ métriques l'une de l’autre par rapport 
à et [>ar rvq'port à Oy. 

üaus le cas des fo\ers réels, en a\ant égard aux formules (17') 
du § d, on met la formule f 10) sous la forme : 


tg 2CÜ 


—- . tg- 273 , 



CONGRUENCES DE DROITES 


iTrj 

OU iijtcrviôiuiEiit la dcirii-tlistaiice d dos fovors, ot Taii^lo 2 gj dos pians 
focaux. 

Les longueurs l des axes de lellipse (9) sont données par l'équa¬ 
tion : 

(J,+ = 

et la loi de leur variation lésulterait de l’étude de riiyperbole repré¬ 
sentée par l’équation qu’on en déduit en posant ; 

/- = u} = pq.x. 

On verrait ainsi que si ii varie de o à ± cc, l'un des axes croît 
constamment, tandis que l'autre décroît d’abord, passe par un mini¬ 
mum. et croît ensuite aussi constamment : les deux axes deviennent 
infinis avec la cote u. 

Si les foyers sont réels {pq'^o\^ le minimum du deuxième axe 
est zéro, et il a lieu, conformément k ce qu'on a vu, lorsque le plan de 
section vient en un foyer; le premier axe, situé alors dans le plan 
focal correspondant, a pour longueur ; 

2/ = ^. 

si U 2CT 

On peut donc dire que le pinceau s’étale le long de ses directrices 
rectilignes sur une longueur supérieure en général au double de son 
diamètre central, et égale au double de ce diamètre dans le cas où les 
plans focaux sont rectangulaires. 

Remarque, — Le cas où les foyers sont confondus, sur le rayon 
considéré, se traitera en laissant l’origine O arbitraire sur ce rayon ; 
on supposera seulement que le plan zOx est le plan focal double. 
Alors, h étant la cote du foyer double, et les autres hypothèses sur 
le choix des axes, faites au ^ 0 , étant maintenues, la correspondance 
entre le plan 5 = o et le plan de cote u s'exprimera par les formules : 



en posant ici : 



En écrivant, en effet, que les racines de Téquation (7) sont égales 
à ù, et que la formule (6) donne, pour m = A, la valeur o, on obtient : 

I 

h 


a'= = 


y = o. 
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On voit que, i>i on se donne arbitrairement la section (6) du pinceau, 
dans le plan r = o. qui est ici un plan de section droite arbitraire, 
la section par le plan 5 = A, qui passe au foyer, est seule rectilîgMie : 
elle est encore dans le plan focal, et sa long*ueur est proportionnelle 
k la dimension de la section (6) perpendiculaire à ce plan focal. 

L'hypothèse •-= o, implicitement écartée, correspond au cas où 
le plan focal serait indéterminé : la section droite du pinceau, par un 
plan passant le foyer, se réduirait alors à un point. 
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CONGRUENCES DE NORMALES 

Propriété caractéristique des congruences de normales 


I. — Considérons une surface, les coordonnées d'un de ses points 
dépendent de deux paramètres ; l'ensemble des normales à cette sur¬ 
face dépend de deux paramètres, et constitue une con^ruen(*e. Pour 
obtenir les développables de cette congruence, il suffit de considérer 
sur la surface les deux familles de lignes de courbure, puisque les 
normales a une surface en tous les points d’une ligne de courbure 
engendrent une surface développable. Le plan tangent à cette dévelop¬ 
pable passe par la normale (D) et par la tan¬ 
gente à la ligne de courbure correspondante. 

C’est Tun des plans focaux de la droite (D). 

Ainsi les plans focaux sont les plans des 
sections principales de la surface. Les 
plans focaux d'une congruence de norma¬ 
les S 07 it rectangulaires. Il en résulte qu’une 
congruence quelconque n’est pas en général 
constituée par les normales à une surface. 

Considérons les deux lignes de courbure 
(y) (y) passent par un point M de la 
surface ; à la développable de (y) correspond 
une arête de rebroussement (A) dont le plan 
osculateur est le plan focal, le point de con¬ 
tact F de (A) et de la droite D est un des 
points focaux. L’arête de rebroussement (A) 
est l’enveloppe de la droite (D) quand le 
point M se déplace sur la courbe (y) ; le point F est alors Lun des cen¬ 
tres de courbure principaux de la surface au point M. Le plan focal 
associé est le deuxième plan de section principale FMTY On aura de 
môme une deuxième arête de rebroussement (A') en considérant la 
courbe (y’). 
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principaux et Jcs plans de sections principales subsistent, quelle que 
^oit la nature des multiplicités focales de la congruence considérée. 
Réciproffuement, soit une congruence constituée par les droites (D) : 

x=f ü,iü)-\-iiM[D,w), . ^>)^u.b{ü,w), s=h[v,w)-^ ux{v,w). 

Cherchons à quelles conditions on peut choisir sur chaque droite (D) 
un point M dont le lieu soit une surface constamment normale à (D). 
H faut et il suffit pour cela que Ton puisse déterminer u en fonction 
de n, 10 de fa(;oa que : 

= o, 

ou : 

4- uda + cidu) — o. 

Supposons que b, r soient les cosinus directeurs ; alors u représente 
la distance du point P, où la droite rencontre le support, au point M, 
et on a : 

Sa-=i, ^ada = Q. 

La condition précédente devient, par suite : 

da 4“ 1 adf= o ; 

ou : 

(i) —da = l^adf. 

Cette équation exprime que )Ladf est une différeniielie totale exacte; 
or : 

"^adf = Sa 5 Z. di) + du) \ 
la condition est donc : 

Sa = — Sa , 

ou : 


ou enfin : 


V ^ V*_ V 

Do Do DO) ’ 


.Dzo Do 


7m dA_ 

Do ' DiO/ ^ 


( 2 ) 
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Xoils trouvons iiuo condition uiiic[ue. Or nous avons trouve précédcni- 
ment comniG condition necessaire l’orthog'onalité des plans focaux. 
Nous sommes donc conduits à comparer les deux conditions. Les 
coefficients directeurs A,B, C d’un plan focal vérifient les relations ; 

( 3 ) Aa + + Gc = 0, 



Eliminant ii entre les deux dernières équations, nous obtenons : 


( 4 ) 


14.^ 

^4 — 

Dû 

5l' 

lA^ 

SA — 

Dfû 

Dû 


Les coefricients de direction des normales aux plans focaux sont 
définis par ( 3 ) et ( 4 ) Si nous considérons A, B, G comme coordonnées 
courantes, ( 3 ) représente un plan passant par Torigine. ( 4 ) un cône 
ayant pour sommet l’origine ; et les génératrices d’intersection sont 
précisément les normales cherchées. Exprimons que ces deux droites 
sont rectangulaires ; le plan ( 3 j est perpendiculaire à la droite («, b, c), 
([ui est sur le cône (4), car des conditions Sa- = i et ^acla = o, 
on déduit : 


la — =0, 


la — == 0 : 


donc les deux normales sont perpendiculaires à la droite (a, b, c) ; s 
elles sont rectangulaires, c’est que le cône (4) est capable d’un trièdre 
tri rectangle inscrit, ce qui donne la condition : 

_0/ da 

\ Dû ' iyw ilO Dû , 


■) = o; 


c’est précisément la condition (2). Ainsi la condition néceamire ci 
suffisante pour que la congruence soit une congruence de normales^ 
dest que les plans focaux de chaque ragon soient rectangulaires. 
Supposons satisfaite la condition (2). Pour obtenir une surface 
normale à toutes les droites de la congruence, il suffit de calculer ii 
en fonction de u, ce qui se fait par l’équation (i) : elle est, par 
hypothèse, de la forme 

du = d^^(v.w]^ 


d’où : 

( 5 ) 


U = ^(v,w) + 
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Il ^ a donc une iiiKnité de surfaces répoudaut à la question ; si deux 
points M et de (D) décrivent respectivement deux de ces surfaces, 
tS • et (S'), correspondant à deux fonctions, ii = PM, a' = P^r, 
données par la formule ( 5 ), la distance MM = u u sera une quan¬ 
tité constante. Les surfaces (S), (S') sont appelées surfaces paral¬ 
lèles et une famille de surfaces parallèles admet pour chaque 
normale mêmes centres de courbure qmincipaiix et mêuies multipli¬ 
cités focales; ces multiplicités focales constituent la développée de 
Tune quelconque de ces surtaces. 


Relations entre une surface et sa développée 


2. — Considérons une nappe de la développée d une surface (S). 

0 Supposons d’abord que ce 

soit une surface ( 4 >). Gon- 
/ sidérons une droite (D) de la 

/ congruence des normales à 

\\ / (S) ; cette droite est tangente 

\ en F à Tarête de rebrousse- 

^ mônt (A) qui appartient à ( 4 >) ; 

^ les plans focaux associés à 

N. (D) sont le plan osculateur 

N. à (A) et le plan tangent à (^>). 

N. Pour que la congruence soit 

y (KM Nv congruence de normales, 

-il faut et il suffit que le plan 

/ ^ \ osculateur à (A) soit normal 

yy à ( 4 >), donc que (A) soit une 

géodésique de (^). La con- 
/ qruence des normales à la 

yÇ surface (S) est constituée par 

les tangentes à une famille 
de géodésiques de sa déve¬ 
loppée Et réciproquement les tangentes à une famille de oc* 
géodésiques dune surface quelconque (<ï>) constituent une con¬ 
gruence de normales, 

SoitM le point où la droite (D) coupe la surface (S) ; loi'sque la droite 
(D) enveloppe Tarôte de rebroussement (A), le point M décrit une ligne 
de courbure (y) de (S). A chaque point M de (S) correspond un point F 
de (<ï>) ; il v a correspondance point par point entre les deux surfaces : 
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à la Famille de lignes de courbure (y) de (S) correspond une Famille 
de g*éodésiques de 

Voyons maintenant les courbes de contact (G) de (<ï>) ; considérons 
la tangente F6 à (C), c’est la caractéristique du plan tangent à (<^ ) 
lorsque le point M décrit (y) ; or ce pian tangent à (<ï>) est le deuxième 
plan focal, c’est le plan perpendiculaire au plan FMT passant par FM, 
c’est donc le plan normal à (y) au point M. Donc Fô est la caractéris¬ 
tique du plan normal à (y), c’est la droite polaire de (y). Les courbes 
de contact de (4») sont les courbes tangentes aux droites polaires des 
différents points des courbes (y). F 0 étant dans le plan normal à (y) 
rencontre la tangente à la deuxième section principale ; elle passe au 
centre de courbure géodésique de (y) sur (S). 

Surface Canal 

Supposons que l’une des nappes de la développée se réduise à une 
courbe (îp). La droite (D) rencontre (9) en l’un des points focaux F. 
L’une des développables passant par (D) 
est un cône de sommet F ; l’une des lignes 
de courbure (y) de (S) passant par M est 
située sur ce cône de sommet F. Or (y) est 
constamment normale à D, c’est donc une 
trajectoire orthogonale des génératrices du 
cône ; c’est-à-dire l’intersection de ce cône 
avec une sphère de centre F. Cette sphère 
en chaque point M est normale à la droite 
(D) ; elle est donc tangente à la surface (S) 
tout le long de la courbe (y). A chaque 
pont F de (9) correspond une sphère 
ayant ce point pour centre et tangente à (S) tout le long de la ligne de 
courbure correspondante. Donc une surface (S), dont une nappe de la 
développée est une courbe^ est renveloppe (Tune famille de sphères 
dépendant d'un paramètre. Nous appellerons une telle surface une 
surface canal ; on réserve cependant quelquefois ce nom aux enve¬ 
loppes de 00^ sphères égales. La réciproque de la proposition précé¬ 
dente est vraie, comme on le verra plus loin. 

La courbe (y) est alors l’intersection d’une sphère avec une sphère 
infiniment voisine ; c’est un cercle. Le cône F est de révolution, l’axe 
de ce cône est la position limite de la ligne des centres, c’est la tan¬ 
gente Fa à (9), Considérons la tangente MT à (y) ; MT, tangente en un 
point du cercle, est orthogonale à Fu ; F/z est donc dans le second 
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plan de section principale. Les ccmgruences considérées sont donc 
formées des (jénératrices de cônes de révolutiondont les accès 
sont tangents à la courbe lieu des sommets de ces cônes. Et récipro- 
(fuement toute congruence ainsi constituée est une congruence de 
normales, car les plans focaux sont les plans tangents et les plans 
méridiens de ces cônes,, et sont par consefjiient rectangulaires. 


Cyclide de Dupin 

Voyons si les deux nappes de la développée peuvent se réduire 
il deux courbes (ç) et (ç'). Les développables de la congruence sont les 
cônes avant leur sommet sur Tune des courbes et passant par l’autre. 
Tous les cônes (F) de révolution doivent passer par la courbe (9'), 
Cette courbe (9') est telle quil passe par cette courbe une infinité de 
cônes de révolution ; de même (9). Donc (9), (9') ne peuvent être que 
des biquadratiqiies gauches ou leurs éléments de décomposition. Mais 
aucune de ces courbes ne peut être une biquadratique gauche, sans 
quoi par une d’elles passeraient quatre cônes du deuxieme degré seu¬ 
lement. 

Voyons si Tune d’elles peut être une cubique gauche ; les cônes du 
deuxième degré passant par une cubique gauche (9^) ont leurs som¬ 
mets sur (9) : les deux courbes (9) et (o') seraient donc confondues. 
Examinons alors s’il peut exister des cubiques gauches telles que les 
cônes du deuxième degré qui les contiennent soient de révolution. 

Un tel cône aurait pour axe la tangente Fîï; 
or il contient cette tangente, donc il se décom¬ 
poserait. Ainsi ni (9}, ni (9^, ne peuvent être 
des cubiques gauches. 

Supposons alors que (o') soit une conique ; 
le lieu des sommets des cônes de révolution 
passant par cette conique est, comme l’on sait, 
une autre conique, qui est la focale de la pre¬ 
mière. Il-y a réciprocité entre ces coniques, et 
les cônes de révolution ont pour axes les tangentes aux focales. Donc 
les droites rencontrant deux coniques focales F une de F autre constL 
tuent une congruence de normales. Les surfaces normales à ces 
droites s’appellent Cgchdes de Dupin, Leurs deux systèmes de lignes 
de courbure sont des cercles. 

Cas particuliers, — Supposons en particulier que (9^) soit un 
cercle ; alors le lieu des sommets des cônes de révolution passant 
par (9') est 1 axe (9) de ce cercle, et nous voyons que toutes les droites 
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qui s'appuient sur un cercle (o'j et sur son axe (c:) sont normales 
à une famille de surfaces. Ces surfaces sont des tores de révolution 
autour de Taxe (9), le lieu du centre du cercle méridien étant le 
cercle (9'). 

Supposons que (o') soit une droite : la surface est l’enveloppe d’une 
famille de sphères ayant leurs centres sur cette droite. C’est une sur¬ 
face de révolution autour de (o'j ; la première nappe de la développée 
est la droite (9% la deuxième est engendrée par la rotation de la déve¬ 
loppée de la méridienne principale ; pour que ce soit une courbe, 
il faut que la développée soit un point, donc que la méridienne soit 
un cercle, et nous retombons sur le cas du tore. 


Cas singulier 

Cherchons enfin si les deux nappes de la développée peuvent être 
confondues. S’il en est ainsi, les deux familles de lignes de courbure 
de la surface (S) sont confondues : c’est le cas des surfaces réglées à 
génératrices isotropes. Les deux nappes de la développée se rédui¬ 
sent, pour ces surfaces, à une seule courbe, comme on le verra au 
paragraphe suivant. 

Etude des surfaces enveloppes de sphères 

3 . — Nous avons été amenés, en discutant la nature de*la dévelop¬ 
pée d’une surface, à considérer les surfaces enveloppes de sphères. 
L’étude de ces surfaces va nous conduire maintenant aux réciproques 
des propriétés précédentes. 

Considérons une surface (S), enveloppe de 00^ sphères (S). Chaque 
sphère couj^e la sphèi'e infiniment voisine suivant uu cercle, et les 
normales à (S) eu tous les points de ce cercle passent par le centre de 
la sphère. Le lieu des centres des sphères est une courbe rencontrée 
par toutes les normales à (S), c’est une des nappes de la développée. 
D’autre part, la sphère (S) étant tangente à la surface (S) tout le long 
du cercle caractéristique, ce cercle est une ligne de courbure de la 
surface (S), d’après le Théorème de Joachimsthal. Les surfaces enoe- 
loppes de sphères ont une famille de lignes de courbure circulaires. 
Réciproquement^ toute surface ayant une famille de lignes de cour^ 
bure circulaires est une enveloppe de sphères. Considérons en effet 
une ligne de courbure circulaire (K) ; toute sphère passant par (K) 
coupe la surface (S) sous un angle constant, d’après le Théorème de 
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Joachiinsthal. (Jr il existe une sjihère passant par (K) et tangente à (S) 
en Turi des points de ce cercle; cette sphère sera alors tangente à (S) 
en tous les points du cercle (K), et toute ligne de courbure circulaire 
est courbe de contact d'une sphère avec la surface. La surface est leii- 
veloppe des sphères ainsi déterminées. 

Soit (a, b, c) le centre et r le rayon de Tune des oo^ sphères considé¬ 
rées : a, />, c, r sont des fonctions d'un meme paramètre. 

La sphère a pour équation : 

{X — a)- iy — bf -f (5 — cf — r- = O \ 

la caractéristique est définie par cette équation et par l’équation 

(æ — a)da -h iy — h)db 4 - — d)dc -1- rdr = o. 

On vérifie bien que c’est un cercle dont le plan est perpendiculaire à la 
direction da, db, f/c, de la tangente au lieu des centres des sphères. 

Nous venons de considérer les surfaces dont une famille de lignes 
de courbure est constituée par des cercles. Voyons si les deux familles 
de lignes de courbure peuvent être circulaires. La_ surface correspon¬ 
dante pourra être considérée de deux façons différentes comme l’enve¬ 
loppe de sphères. Les deux nappes de la développée seront des 
courbes. La surface est donc une Cyclide de Dupin ; et ceci va nous 
fournir, pour l’étude de cette cyclide, un point de vue nouveau. 


Correspondance entre les droites et les sphères 

Les droites et les sphères sont des éléments géométriques qui dépen¬ 
dent de quatre paramètres. Ce fait seul permet de prévoir qu’il y aura 
une correspondance entre Tétiide des systèmes de droites et celle des 
systèmes de sphères. Cette correspondance trouve son expression ana¬ 
lytique dans une tiansformation, due à Sophus Lie, que nous expo¬ 
serons plus tard. Mais nous la verrons se manifester auparavant dans 
diverses questions. C’est ainsi que Tou peut considérer dans la géo¬ 
métrie des sphères les enveloppes de oo^ sphères comme correspondant 
aux surfaces réglées, lieux de oc* droites ; la cyclide de Dupin corres¬ 
pond alors aux surfaces doublement réglées, donc aux surfaces réglées 
du second degré. Nous allons voir l’analogie se développer dans 
l’étude qui suit. 

Soit (S) une sphère de la première famille, (S') une sphère de la 
deuxième famille, (S ) touche (S) suivant un cercle (K), S'touche (S) 
suivant un cercle (K'), La surface (S) étant engendrée par le cercle (K) 
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OU pai' le cercle (K'), il en résulte que ces deux cercles out au moins 
un point commun M ; soient O, O'les centres des sphères 11) (1'), 
OM et O'M sont normales aux sphères (S) (S') et par suite normales 
en M à la surface. Donc elles coïncident, O, M,0' sont sur une même 
droite ; les sphères {^) (!') sont tangentes en M. l'ne sphère de F fine 
des familles est tangente à une sphère quelconque de F autre 
famille (A rapprocher de : Deux génératrices de systèmes différents 
d’une quadrique se rencontrent). 

Considérons trois sphères fixes {!), (:i: 2 ) d'une des familles. 

Elles sont tangentes à toutes les sphères de l’autre famille, et pîir 
suite la surface est F enveloppe des sphères tangentes a trois sphères 
fixes. (Une quadrique est le lieu d’une droite rencontrant trois droites 
fixes). Les trois sphères (S), (S^), (S,) se coupent en deux points qui 
peuvent être considérés comme des sphères de rayon nul tangentes à 
(S), (S^), (Sgj ; donc il y a deux sphères de rayon nul dans chaque 
famille de sphères enveloppées par la cyclide. Les sphères de l’autre 
famille devant êtj’e tangentes à ces deux sphères de rayon nul passent 
par leurs centres. Ces deux points sont sur le lieu des centres des 
sphères, donc sur les coniques focales ; si donc nous considérons les 
deux coniques focales., les sphères (Tune des familles ont leurs cen¬ 
tres sur Vune des coniques et passent par deux points fixes de Fau¬ 
tre., symétriques par rapport au plan de la première. Il est alors 
facile, avec cette génération, de trouver l’équation de la cyclide. 

Equation de la Cyclide de Dupin 

Supposons d’abord que l’une des coniques soit une ellipse, par 
exemple : l’autre est une hyperbole. Prenons pour axes ox, oij les axes 
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æ = ^ cos Ç, // = i 5 = 0. 

Soit, sur riivperbole (H), les points fixes A et A' definis par les 
formules : 



L'équation d’une sphèi*e (^) ayant pour centre w, et passant par les 
[joints A et A' sera : 

(,7* — (I eos ç)2 -U {y ^ h sin oY + = {œo — r/ cos o)^ + b- sin- 9 + 



ou : 


^ —îèr/.rcosc — 2by sin9=a?o- -f —2<7a?ocos9; 

ce qui s’écrit : 

9 M (x — Xn) cos 9 -h 2^^ sin 9 = x^ -4- jy® + 5® + > 

en posant, suivant l'usaqe. 




L’équation de la sphère (S) est ainsi de la forme 
A co*s 9 + B sin 9 = G ; 

et l’équation de l’enveloppe, qui exprime que l’équation précédente a 
une racine double, est, par suite, 

A® + B® = C®. 


Donc la cyclide a pour équation : 


/^a^x — ,ro)® + ibY = ( oï® + ^® 4- 5® + 


c® / * 


2® Supposons maintenant qu’une des coniques soit une parabole. 
L’autre est aussi une parabole. Prenons pour Ox et Oy l’axe et la 
tang*ente au sommet de l’une de ces paraboles ; les équations de ces 
deux coniques sont : 
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(P) r = O, //' = 

( P^) ^ = O, J’- -h r- = (j2 — P)-. 

Le centre G de la sphère sur la para¬ 
bole P a pour coordonnées : 

x = 2p\-^ y == 2//a» r = o. 

Les points fixes A et A' sur la para¬ 
bole (P') sont définis par les formules : 



Z/o = O, = (•>^n — PY — ‘V • 


L’équation de la sphère est : 

[x— %p\^y + (ÿ— + r2=(Æ‘„—2jD/.n- + + (ar,, — /)?—.T-, 

ou : 


^2 q_ ^2 _ _ i^pip _ ^ . 


et réquation de l’enveloppe, c’est-à-dire de la cyclide, est : 

[x^ 4 - ^2 -p 5 ® — (. 7 >o — p)®l (æ ■— Xo) 4 - = O. 

La surface, qui est en q'énéral du quatrième ordre, est ici du troi¬ 
sième seulement. 


Surface canal isotrope 


Parmi les surfaces réglées, nous avons considéré les surfaces déve¬ 
loppables, où chaque génératrice rencontre la génératrice infiniment 
voisine. Le cas correspondant pour les enveloppes de sphères sera 
celui où chaque sphère est tangente à la sphère injîniwent voisine. 
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que le plan radical des deux 
sphères leur soit tangent. 

Soit la sphère : 

(i) {X -- af d- iy - bf 4 - (5 - r)® - r® = o. 

Le plan radical de cette sphère et de la sphère infiniment voisine est : 
(a) {x — a)da d- — b)db 4 - c)dc 4 - rdr = o ; 
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pour (|u'il boit taiiî^eiit à la sphère (i), il tant et il suffit que le carré 
(le sa distance au centre (V/, /;, c) soit ég-aleâ /*% donc que : 

_,2 

q. fic‘^ — ' 

ou : 

, H) dû' + db- + de- == dr^- . 

Celte condition exprime que le rayon r est égal, au signe près, à 
Tare .s- de la courbe (C), lieu des centres des sphères, cet arc étant 



compté il partir d’une origine arbitraire. Comme v ne figure, dans 
l’équation (i), que par son carré, on pourra adopter la solution r==6*. 

Cherchons le point de contact de la sphère avec la sphère infiniment 
voisine. C’est le pied de la perpendiculaire abaissée du centre sur le 
plan tangent (2) : ses coordonnées satisfont donc aux équations : 

.r — a _ // — b _ r — c _ — vdr _ r _ s . 

da db de dr^ di* ds ' 

d’où : 

da ï 

æ=a — s-j^ = a — .<?a, y = b — s = c — 

X, 6, Y étant les cosinus directeurs de la tangente. On obtient ainsi le 
point I, qui décrit une développante (P) de la courbe (C), 
L’intersection d’une sphère avec la sphère infiniment voisine n’est 
autre que l’intersection de cette sphère avec un de ses plans tangents : 
c’est un couple de droites isotropes se coupant au point I. U enveloppe 
se compose de deux surfaces réglées à génératrices isotropes. Nous 
l’appellerons surjace canal z’jÿo/rope. Réciproquement une surface 
réglée à génératrices isotropes est une nappe de r enveloppe dune 
famille de sphères dont chacune est tangente à la sphère infniment 
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voisine. Cousidéroiis, en eüet, une «’énératrice isotrope (D; d'nue telle 
surtace (S). Par cette génératrice isotrope (D) passent une iiiHnité de 
sphères ; ces sphères contiennent la droite (D) et le cercle imaginaire 
H rinfini, ce qui donne sept conditions : elles dépendent de deux para¬ 
mètres arbitraires. Si nous imposons à une telle sphère la condition 
d’étre tangente à la surface considérée (S) en deux points à distaïu'e 
finie de la droite (D), elle sera entièrement déterminée; mais de plus 
elle est tangente à la surface (S) au point à Tinfini sur (D). Donc cette 
sphère (ii:) se raccorde avec (S) tout le long de la génératrice (D). La 
surface (S) fera partie de l’enveloppe de ces sphères. De plus, la sphère 
(S) ayant en commun, avec la sphère infiniment voisine, une géiiém- 
trice (D), lui sera tangente en deux points de cette génératrice : l’iin 
deux, I, sera à distance finie. 

Sur une telle surface (S), les deux systèmes de lignes de courbure 
sont confondus avec les génératrices isotropes [ch. III, ^ 7, p. oi\ Les 
deux nappes de la développée sont confondues avec la courbe (G) ; car 
les normales à (S;, aux divers points d’une même génératrice isotrope 
(D), vont passer par le centre w de la sphère (£') correspondante. La 
courbe (F) joue , ici un rôle analogue à Farête de rebroussement des 
surfaces développables. En effet, pour une développable, il y a uii 
élément de contact (point de Farête de rebroussement et plan oscula- 
teur en ce point) commun à une généi*atrice et à la génératrice infini¬ 
ment voisine. Ici, c’est l’élément de contact constitué par le point I et 
le plan tangent à la sphère en ce point, plan normal à Iw, qui est com¬ 
mun à la sphère (S) et à la sphère infiniment voisine. 

Le point lest un ombilic de la surface (S). Car, d’après ce qui vient 
d’être dit, le lieu (F) des points I est normal à Iw, et a pour développée 
le lieu (G) des centres w des sphères (S). Donc w, centre de courbure 
principale double en tout point de(D), est encore, eu I, centre de cour¬ 
bure normale de (F), puisqu’il est sur la normale à la surface et sur 
la surface polaire de (F). Dès lors, toutes les courbures normales sont 
égales en I ; et I est bien un ombilic. 

Pour Fenveloppe des sphères (]S), la ligne (F) est une ligne double, 
c’est un lieu d’ombilics pour chacune des deux surfaces (S), dont elle 
se compose, et qui sont tangentes en tout point de cette ligne. Nous 
l’appellerons la ligne ombilicale de la surface canal isotrope. 

Bandes de courbure et bandes asymptotiques 

4. — Considérons une surface (Sq) et une ligne asymptotique. Les 
fvût'»+ûc ?» lioi*nci on nlif» mm dp nnints pnfi^pudrent une déve- 
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fop|jal»K\ rf‘Itinitiut <lc cuiiUict commuii a luic ^eiiératric© et à la 

scénératiice iiifiaimeiit voisine, comprenant 
un point de la lig’ne et le plan osculateur, 
qui est tangent a (Sq), est un élément de 
contact de (So). 

Considérons, de même, une ligue de 
courbure (F) (rune surface (Sy) : la normale 
à cette surface, aux divers points I de (F), 
engendre une développable. Soit (C) l’arète 
de rebroussement, O le point de contact 
avec la normale ; 01 est égal à l’arc de (G). 
Si donc nous considérons les sphères de centres 0 et de rayons 01 , 
chacune de;ces sphères touche la sphère infiniment voisine, et l’élé¬ 
ment de contact l, (P)], commun à ces deux sphères, est un élément 
de contact de la?surface (S^). 

Appelons sphère de courbure de (S^,) toute sphère ayant pour 
centre un centre de courbure principal et pour rayon le rayon de 
courbure principal correspondant. Nous voyons que : 

Les sphères de courbure de (S„) qui correspondent à une même 
ligne de courbure (F), enveloppent une surface canal isotrope^ 
aganf (F) pour ligne ombilicale. 

Réciproquement^ si une surface canal isotrope (S) est circonscrite 
à la surface (SJ le long de sa ligne ombilicale (Fj, celle-ci est ligne 
de courbure pour car les normales communes à (Sq) et à (S), 
au.x divers points I de (F), enveloppent le lieu des centres 0 des sphè- 
i*es (i) qui ont (S) pour enveloppe. De plus, les sphères (S) qui enue- 
loppeni la surface (S), sont les spheres de courbure de (Sq), cjui cor^ 
respondent à la ligne de courbure (F); car le centre 0 de chacune 
d’elles est le point de contact de la normale 10 avec le lieu de ces 
centres. 

Les choses s’énoncent d’une manière plus nette en substituant à la 
notion de courbe la notion àe bande o\x bandeau d’éléments de contact. 
Une bande est, par définition, formée de oc^ éléments de contact 
appartenant à une même multiplicité ^ch. VI, | 31 : le lieu des points 
de ces éléments de contact est une courbe, et les plans de ces éléments 
de contact sont tangents à la courbe aux points correspondants. Une 
bande appartenant à une surface est formée des points d’une courbe 
tracée sur la surface, associés aux plans tangents à la surface en ces 
points. Elle est formée, en d’autres termes, des éléments de contact 
communs à la courbe et à la surface. 

On appellera bande de rebroussement d’une surface développable 
le lieu des éléments de contact communs à chaque génératrice’et à la 
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o’éiiératrice iafiaimeiit voisiae. EL oa appellera ba/ir/e ombilicale 
d’uae surface caaal isotrope le lieu des élémeats de contact commuas 
a chacune des sphères inscrites à la surlace et à la sphère iafiaimeat 
voisine. 

Appelons de même bande asymptotique^ bande de courbure les 
lieux des éléments de contact d’une surface qui appartiennent, respec¬ 
tivement, à une ligne asymptotique, et à une ligne de cotirhiire de 
cette surface. Et nous pourrons énoncer les résultats précédents : 

Une bande asymptotique d^ane surface est la bande de rebrousse- 
ment d'une développable ; une bande de courbure d\ine surface est 
la bande ombilicale dune surface canal isotrope. Réciproquement : 
toute bande de rebroussement d'une développable^ qui appartient 
à une surface (Sq), est bande asymptotique de (S^); foute bande 
ombilicale dune surface canal isotrope^ qui appartient à une sur¬ 
face (Sû), est bande de courbure pour (S^). 

On voit ainsi, en pai'liculier, qu’au point de vue de la correspon¬ 
dance entre droites et sphères, les lignes asymptotiques correspondent 
aux lignes de courbure. 

Remarques. — Sur chaque élément de contact ,^> 1 , (P) - d’une 
bande, il y a deux éléments linéaires k considérer, un élément 
linéaire étant formé d’un point 
et d’une droite passant par ce 
point. Ce sont : Vélément linéaire 
tangent formé du point M de 
l’élément et de la tangente (T) 
à la courbe qui sert de support 
k la bande, courbe qu’on peut appeler simplement la courbe de la 
bande ; et Y élément linéaire caractéristique formé du point M et de 
la caractéristique (K) du plan (P), c’est-à-dire de la génératrice recti¬ 
ligne de la développable enveloppée par les plans (P), ou dévelop¬ 
pable de la bande. Ces deux éléments linéaires sont corrélatifs, au 
point de vue de la dualité; une bande est corrélative d’une bande. 

Dans une bande asymptotique^ les éléments linéaires tangent 
et caractéristique (T) et (K) sont confondus pour tout élément de 
contact de la bande et réciproquement : dans une bande de courbure^ 
ils sont rectangulaires et réciproquement. Les termes de bande 
asymptotique et de bande de courbui'e ont donc un sens par eux- 
mêmes, sans supposer une surface (Sq) à laquelle appartienne la 
bande considérée. 

Si la bande dé rebroussement est donnée, la développable corres¬ 
pondante est la développable de la bande. Si la bande de courbure est 
donnée, sa courbe (y) est ligne de courbure de la développable de la 
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bamle; (‘t la siirlaoe canal isotrope dont la bande ombilicale se con- 
tond avec cette bande de courbure est l’enveloppe des sphères do 
courbure de la développable, construites aux divers points M du sup¬ 
port de la bande. Les tenues : bande ombilicale, bande de courbure, 
sont donc éqniralents; de même que ceux de bande asymptotique et 
bande de rebroussement. 

Remarquons encore que, si Ton se donne une bande de courbure, 
la sphère de courbure qui correspond à un élément de contact [M,(P)] 
de la bande est définie par la condition d’admettre [M, (P)] pour un 
de ses éléments de contact et d’avoir son centre sur la droite polaire 
de la courbe (y) lieu des points M (Voir | 2 et | 3 ). Cette seconde 
condition exprime que la sphère a avec (y) un contact du second 
ordre ; de meme que dans une bande asymptotique chaque plan (P) 
est osculateur à (7). C’est donc une nouvelle analogie entre les bandes 
de courbure et les bandes asymptotiques. 


Lignes de courbure des enveloppes de sphères 

5 . — Nous connaissons déjà une des familles de lignes de courbure, 
celle qui est constituée par les caractéristiques des sphères. Détermi¬ 
nons la deuxième famille. 



Soit (C) le lieu des centres des sphères (Z) considérées. Exprimons 
les coordonnées jc, y, r d’un de ses points en fonction de l’arc (6*) ; 
l’une des sphères de centime o> reneonti*e la sphère infiniment voisine 
suivant un cercle (K) dont le plan est normal à la tangente ct>T. Intro¬ 
duisons le trièdre de Serret, construit au point to de la courbe (C), et 
définissons par rapport à ce trièdi'e les coordonnées d’un point M de la 

surface, c'est-à-dire du cercle (K). Appelons 6 rangle Ta>M : cet angle 
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est le meme [>our tous les points du cercle (K). Projetons M en P sur 
le plan normal, et soit 9 l’aug'le (wN, wP) de wP avec wN, compté posi¬ 
tivement de toN vers wB. Les coordonnées de M pur rapport au triédre 
de Serret sont, en appelant [j le rayon de la sphère (I), 

(1) ï = P *''■< = ? ^ r* 

Par rapport à un système d'axes quelconques, ces coordonnées 
sont, 

(2) X = x* 4 - ^; + ^'*^1 + ^ ^ -r 4 ^ v, 4 

Z = r 4 cï 4 c'y, 4 c";. 

Ecrivons que (K) est le cercle caractéristique de la sphère (ï) : ce 
cercle a pour équations : 

1 (X — æ}- — P' = O, 

^a(X-.r) + pJ= O. 

En supposant que le trièdre de coordonnées coïncide avec le trièdre 
de Serret, la deuxième équation devient : 




c’est-à-dire : 

Û 1 

P COS 0 4 - P — y 
' ‘ as 

ou : 


( 3 ) 

cos 0 = — ^ 
as 


L'angle 0 est ainsi défini en fonction des; et la surface enveloppe 
des sphères (îii) est, dès lors, représentée par les équations (2), au 
moyen des paramètres s et ç. 

Cherchons ses lignes de courbure. Ce sont les trajectoires orthogo¬ 
nales des cercles (K), définis par s = c^®. La tangente à une courbe 
quelconque passant par M a pour coefficients directeurs : 

dX = %ds + f ^ — r, C?S + ; I C?S + %dl + aV/r, + ^’d'l, 

d\' = ..., dZ = .... 

13 


\r ceoiri'n 
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En prenant de nouveau le trièdre de Serret pour trièdre de coordon¬ 
nées, ces coefficients directeurs deviennent : 

ds + rf; (i + ds + dr, —^ds + dX... 

Pour la tailléente au cercle (K), ds = o, et les coefficients direc¬ 
teurs sont ; 

o; = O, ûYj = — O sin Ô sin ç 8'^ = p sin 0 cos ç do, 

La condition qui définit les trajectoires orthogonales des cercles (K) 
est donc : 


— ^ j (/s + c/r.j siu Ç, + A e/s + J 

Elle devient en remplaçant ï, */), parleurs valeurs (i) : 


0 cos 6 P si^ ^ ^ 0^ 


cos < 3 = 0 . 


R 


ou : 

( 4 ) 


__i_ , cotff 6. sin y 

■^""T R 


C'est une équation de la forme ^= A sin o -f B. 

Si on prend comme fonction inconnue tg a- , on est ramené à une 
équation de Riccati, 

L’angle o est l’angle du rayon IM avec un rayon origine, déterminé 
pour chaque cercle (K). On conclut donc, en raisonnant comme au 
Ch. VI, § 4 ^ P- i 4 i, que quatre lignes de courbure non circulaires 
d'une enveloppe de sphères coupent les cercles caractéristiques en 
quatre points dont le rapport anharmonique est constant. Nouvelle 
analogie avec les lignes asymptotiques d’une surface réglée. 

On obtient les simplifications habituelles si on connaît a priori 
une ou plusieurs intégrales de l’équation. Ainsi, si on considère une 
enveloppe de sphèi'es (i) ayant leurs centres dans un plan, tous les 
cercles caractéristiques sont orthogonaux à la section de la surface 
par ce plan, qui est alors une ligne de courbure. La détermination 
des lignes de courbure se ramène dans ce cas à deux quadratures. 

Remarque i. —La recherche des trajectoires orthogonales de oo ^ 
cercles^ engendrant une surface cerclée quelconque, conduit aussi à 
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une équation de Riccati, comme nous allons le voir. Soient 
les coordonnées du centre I de l’un quelconque des cercles considérés» 
et Oq son ravon ; soient a, &, y les cosinus directeurs de son axe IT, qui 
ne sera pas ici, en g’énéral, tangent à une courbe fixe (G; ; soient enfin 
V" i i ^^ V'^ cosinus directeurs de deux directions IT', IT", 

choisies de manière que le trièdre I.TTT" soit un trièdre trirectangle 
direct. Si on désigne par 9 l’angle (IT', IM) de IT' avec un rayon 
quelconque IM du cercle, compté positivement de IT' vers IT", les 
cosinus directeurs de ce l'ayon IM sont : 

(5)a^=7.'cos cp + 01"sine, ,6^= ^'cos'v -f ,S"sinç, Yp=y'cos y + ‘/'sine; 
et les équations de la surface cerclée peuvent s’écrire : 


(0) X= j?o + ^ — ^0 "h ?or'o’ Z = ro + ?oVoi 


Poî ^9 ?9Ï*î étant des fonctions d’un même 

paramètre f. Lorsque t varie, le tièdre I.TT'T" se déplace, et il sera 
commode d’interpréter ce déplacement au point de vue cinématique, 
en considérant i comme la mesure du temps. 

Cherchons les composantes d’un déplacement infinitésimal : f/X, t/Y, 
f/Z, sur la surface, relativement aux axes IT, IT', IT". Dans le calcul 
s’introduisent les composantes sur les mêmes axes de la vitesse du 
centre I, et de la rotation instantanée du trièdre, que nous désigne¬ 
rons par les notations : 


(7) 




v« ^^*^0 « - ... - v-ff • 

dt ’ ® dt'^ ^ ^ dt ’ 


La sommation 2 s’étend aux letti'es a, , 3 , ; a?, y, r. Xous obtenons 

les formules : 


! U = laâfX = [«0 + ?o(ç' si n 'Ÿ — rcos ç) | df, 

V = "ioi’dX = (üo — po P sin 9) dt -f cos 9. do^ — sin 9 
W = Sa''£/X = (îno + po /5 cos 9) dt /- sin 9.6/po + po cos 9 <^9, 

qu’il serait facile de déduire directement de la théorie du mouvement 
relatif. 

Si on exprime que ce déplacement (8) est normal au déplacement sur 
le cercle générateur, qui a pour composantes, sur les mêmes axes, 
O, — sin 9, cos 9, on obtient la condition qui définit les trajectoires 
ox'thogonales cherchées : 


dt 


(9) 


^ Do sin 9 -f cos 9 -h Po /^ = O. 
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(Jii vériiiemit bans peine que l*éqnation ( 3 ) trouvée au C.h. \ 1 . f 3 , 
pour les trajectoires d’une famille de cercles dans un plan, est un cas 
particulier de celle-ci. 

Eu prenant, comme alors, pour inconnue ramènera cette 

équation iq) à la forme d’une équation de Riccati ; et, comme alors, 
on pourra conclure de là, en particulier, que les tPcijectoires orthogo¬ 
nales ch une famille de cercles établissent entre les points de deux 
ffuelcongues de ces cercles une correspondance honiographicjue^ 
Remarque 2. — Du calcul, fait plus haut, pour arriver aux équa¬ 
tions paramétriques d’une enveloppe de spheres, on conclut que, pour 
que oc^ cercles soient les cercles caractéristiques de oc^ sphères, il faut 
et il suffit : que leurs axes engendrent une suidace developpable ; 
2** que, si ou définit alors chacun de ces cercles par l’intersection d une 
sphère avant pour centre le point de contact to de 1 axe du cercle avec 
la courbe (C) que cet axe enveloppe, et d’un demi-cône de révolution 
avant son sommet au môme point <0, l’arc s de (G), le rayon p de cette 
sphère, et l'ant^de 0 que fait la direction positive de la tangente à (G) 
avec les génératrices de ce demi-cône soient liés par la formule ( 3 ); 
c’est-à-dire par la condition : 

(10) Jp + cos 0 . ds = O, 

qu’on retrouverait, du reste, en appliquant à toM la formule générale 
sur la variation d’un segment de droite [Gh. V, | 6]. 

Mais ou peut remplacer ces conditions par une autre. Remarquons, 
en effet, que le cercle caractéristique d’une sphère variable : 

(i i) (X — xf — p^ = 0, ^ (X — x) dx pc/p = O, 

rencontre le cercle infiniment voisin aux deux points qui sont définis 
par ces équations (i i) et l’équation obtenue en difFérentiant la seconde. 
Et cherchons à exprimer qu’un cercle variable quelconque, représenté 
par les équations (6), rencontre effectivement en deux points son cer¬ 
cle infiniment voisin. 

Les points de rencontre de ce cercle avec le cercle infiniment voisin, 
s’il y en a, sont définis par les équations t/X = cTî = ûfZ = 0, 
c’est-à-dire par les équations équivalentes U = V = W = 0. Elimi¬ 
nant l’inconnue auxiliaire É^cp, on obtient donc, pour déterminer ces 
points, les deux équations : 

(12) r cos ç — ^ sin ^ = o, cos cp + lo^ sin 9 + ^ = 0. 

Po ai 
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On en déduirait facilement la condition exprimant que ces équations 
ont, en te;*- , une solution commune : 


(<7p0 UqIO^ -f ^rpo ~ -f tfoüo ) = {qvç, + 

C’est la condition pour que chaque cercle rencontre le cercle infini¬ 
ment voisin en un point, c’est-à-dire pour que les cercles consi¬ 
dérés aient une courbe enveloppe. 

Pour qu’il y ait deux points communs, il faut et il suffit que les 
équations (12) soient identiques. Cela donne d’abord la condition : 


qÜQ -f rio^zzzzo. 

En tenant compte des formules (7), cette condition s’écrit : 



SaWa 








a P V 
dxo dy^ dzQ 
do. d^p dr 


Elle exprime donc que l’axe du cercle eng'endre une développable, 
ce qui est la première des conditions énoncées plus haut pour les cer¬ 
cles générateurs d’une surface canal. 

Cette condition étant supposée remplie, nous réintroduisons les 
notations du début du paragraphe, et les coordonnées r du point 
de contact w de l’axe du cercle avec son enveloppe (C) ; en posant : 


(i 3 ) /i = (i)I = P cos 0 , 

nous avons alors, successivement : 


jCo = X + ho., yo = y h^, 5o = 5 + ; 

dxo = o[ds -f- dh) -f hdo, dyo = ..., dso = ; 

n^di z=:zds + dh, v^ = hr, uh ~ — hq : 


de soiHe que les équations (12) deviennent : 

r cos 9 — ç^sin 9 — o, r C0S9 — (jrsin 9 -f- ^ = o. 

La condition d’identité de ces équations se réduit donc à': 
h{ds dh') + pürfpo = o, 
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ce qui, en obsei‘varit que : 

4- Ofr = hdh -{- oqcIoq = r,do, 

s'écrit : 

/ u/h -f* = O. 

Il ne reste plus qu'à remplacer h par sa valeur (ï 3 ), pour retrouver la 
condition (lo), qui achève, d’après ce qu'on a vu, de caractériser les 
cercles caractéristiques de sphères. 

Nous concluons donc que la condition nécessaire et siifjisante pour 
que cercles engendrent une surf ace canal, ou, dune manière plus 
précise, pour qdils soient les cercles caractéristiques de co^ sphères, 
est que chacun deux rencontre en deux points le cercle infiniment 
voisin. 


Cas où une des nappes de la développée 
est une développable 

(5. — Nous venons de considérer le cas où une des nappes de 
la développée d’une surface est une courbe. Corrélativement, considé¬ 
rons maintenant le cas où une des nappes de la développée est une sur¬ 
face développable. Alors les plans tangents à cette développable consti¬ 
tuent une des familles de développables de la congruence ; un tel plan 
(P) coupe la surface suivant une courbe normale à toutes les droites de 
la congruence situées dans ce plan et qui sera une ligne de courbure. 
En tout point de cette ligne, la normale à la surface est dans le plan 
(P). Donc le plan (P) coupe orthogonalement la surface (S) tout le 
long de la ligne de courbure. 

Réciproquement, si une surface coupe orthogonalement une famille 
de plans, ses sections par ces plans sont des 
lignes de courbure, d’après le Théorème 
de Joachimsthal, et ces plans, constituant 
une des familles de développables de la 
congi'uence des normales, enveloppent une 
développable, qui est une des nappes de la 
développée de la surface. 

Considérons la deuxième ligne de cour¬ 
bure passant par un point M de la surface ; 
sa tangente MU est perpendiculaire à la 
tangente MT à la première ligne de cour- 

.\ 1« A,TXT \ - 
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deux droites étant dans le plan (P), MC est perpendiculaire au pian 
T). Les lignes de conrhnre de ladeiixiènie famille sont irajectoires 
orthogonales des plans (f). 

Considérons une de ces trajectoires orthogonales (K) ; ieb }daiis (P) 
sont normaux à la courbe (K) : Tune des nappes de la <léveloppée, celle 
qui est une développable, est ainsi l'enveloppe des plans normaux, ou 
la surface polaire de la courbe (K). Toatea les lignes de rourbare (K) 
non planes ont donc même surface polaire, gai est r enveloppe des plans 
des lignes de courbure planes. L'arête de rebroussement de cette siir^ 
face est le lieu des centres des sphères oscalatrices narr diverses cour- 
bes(K) [Gh. I, § 12]. La coui"be(K) étant une ligne de courbure, les nor¬ 
males à la surface en tous les points de (K) forment une développable, et 
par suite enveloppent une développée de la (‘ourbe (K), qui est une géo- 
désique de sa surface polaire. Si donc on part des plans i^P ), pour avoir 
les courbes (K) on est ramené à la recherche des géodésiques d’une 
surface développable, ce qui se réduit à des quadratures ; et comme 
la surface cherchée peut être considéi‘ée comme engendrée par les 
courbes (K), on voit qu’on obtiendra cette surface par des quadratures. 

Partons des plans (P), et cherchons directement leurs trajectoires 
orthogonales. Considérons l’arête de rebroussement (A) de l’enveloppe 
des plans (P), et introduisons le trièdre de Serret eu chaque point oj 
de cette courbe, soit (w. Le plan (P) est le plan oscillateur 
et nous voulons chercher dans ce plan un point M r^) dont le lieu soit 
normal à (P). Les coordonnées de M sont : 

X = a; -f a; -P a'-/), Y = y + S; -f ,6''/;, Z = r + 7; + ; 

la direction de la tangente au lieu du point M a pour coefficients direc¬ 
teurs : 

(i) dX=ciLds + —*0 + 7 .'dri,dY=z..,dZ=,,., 

expressions de la forme : 

dX = Aa -P Ba' -P Ga", dY=zA^ê -P B?' + dZ = Av + By' -P GyL 


Ecrivons que cette direction est normale au plan c'est-à-dire 
parallèle à la binormale Geci nous donne A =: B = O, ou ; 


ou : 


c/.ç — ^ -P c/; = O, 
R 


^ + dr^ = O ; 


ds 


VJ 


“R 


ds ~ R ' 


(^) 
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sont donc donnés par deux équations dillÏTentielles du premier 
ordre. Il en résulte que par chaque point du pian (P) passe une tra¬ 
jectoire orthog’onale et une seule. 
Il existe ainsi une correspondance 
point par point entre les divers 
plans (P), les points correspon¬ 
dants étant sur une même trajec¬ 
toire oilhog-onale. Considérons, 
dans un plan (Pj, deux points M, 
N ; et soit (D) la droite MN ; lors¬ 
que le plan (P) varie, la droite (D) 
engendre une surface réglée sur 
laquelle les lieux des points M et N sont trajectoires orthogonales des 
"■énératrices ; or les trajectoires orthogonales interceptent sur les géné¬ 
ratrices des segments égaux ; il en résulte que si Ton considère deux 
positions (P), (P'), et les positions MN, M*N' correspondantes, 
MN = M'N^ La correspondance entre deux quelconques des plana 
{?) déterminée par les trajectoires orthogonales de cette famille de 
plans^ transforme toute courbe de riin des plans en une courbe égale. 
En particulier, les plans (P) contenant les lignes de courbure planes, 
toutes les lignes de courbure planes de la surface (S) sont égales. 
Elle est donc engendrée par le mouvement d'une courbe plane de 
forme invariable. Pour achever de la définir, il suffit de connaître le 
mouvement de son plan ( P). 

Pour cela, reprenons les équations (2) : 



(^) 


ds R 


+ 1=0, 


d'fi 

ds 



et intégrons-les. Considérons d’abord les équations sans second 
membre : 


T5 d'/} , V_ 

R_+,=o. 


Posons, en introduisant Tare a de Tindicatrice sphérique de (A) 

(:<) 

les équations deviennent : 

système d’équations linéaires sans second membre à coefficients 
constants, dont l’intégrale générale est : 




congruences de normales 


185 


( 4 ) l = A cos <î -f B sîri î, r^ =— A sin 'j -j- B cos c. 


Passons alors au svstème avec second membre : 


(5) 


f = .-R. 

do’ 


d^j 


Considérons, dans ( 4 ), suivant la méthode de la variation des cons¬ 
tantes, A, B comme des fonctions de ç, et cherchons à satisfaire au svs¬ 
tème ( 5 ). Il vient : 


dX 


dB 


T -T-- cos (î 4- -r- Siri C = r — R, 

dfT 


drr 


dr, . dX . . dB 

dfT dfS «T 


c'est-à-dire : 


dX , dB . ^ 

-r- COS c 4 —— sin cr = — R, 
«<7 a<r 


dX . , dB 

~ 7 ~ Sin ff 4 — r~ cos œ : 

dT dfj 


d’où : 


dX 

dtr 


= — R cos 


dB ^ . 

= — R sin ; 

df 7 


ou, en réintroduisant d’après la formule ( 3 ), 


dH 


= - cos T, 


ds 


et : 


A =— / cos cr. f/.s% B = — / sin cr. ds. 

Posons : 

(6) Xq = J cos 7 . ds, ijq = f sin 7 . ds ; 

alors : 

A = — .Tu, B = — y„. 

Nous avons donc une intégrale particulière : 

; = — Xq cos 7 — sin c, y, = xa sin 7 — l/^^ cos c ; 


et rintégrale gvnérale est, désig-nant deux constantes arbi¬ 

traires, 

(7; ï = (Ti — x^) cos <r + (ÿi — ÿo) sin 3, 

•0 = — (Tl — T,) sin O + (ÿt — //„■) cos T. 

Telles sont lesformules qui définissent les trajectoires orthogonales 
des plans (P). Elles supposent que Von a effectué les trois quadra¬ 
tures ( 3 ) et (G). 
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lulerprétons î^éoiïiétricji uemcnt ces résultats : 

Les iormiiles précédentes, résolues en y donnent : 

(S) x^ = ,r-f, 4 - ; cos 7 — v, sin y^ = yf^ + l sin ^ + *0 cos 7. 

Prenons dans le plan (P) deux axes fixes 0 ^ x^^ 0 ^ y^, et construisons 
par rapport à ces axes la courbe (R) lieu du point (Xq, y^). La courbe 

(R) est la courbe du plan (P) qui 

# a même rayon de courbure que 

l’arête de rebroussement (A). 
Pour chaque valeur de le point 
(j?o. yo) occupe une position o) 
sur la courbe (R), et o- est Tangle 
I de la tang^ente à (R) en to avec 

_ 0 ^ x^. Considérons un système 

^3 d’axes où Taxe est la tan¬ 

gente à (R) correspondant au 
sens dans lequel se déplace co ; 7 
est l’angle de wï avec 0^ x^ ; 
Y„ fonctions de 5, sont les coordonnées d’un point M, fixe par 
rapport au système x^ 0^ y^, prises par rapport aux axes ;a)*o; 
et tTj, y^ sont les coordonnées de ce meme point par rapport aux axes 
•^1 ^1* Pour avoir la trajectoire orthogonale, il suffit de porter le 

plan (P) dans l’espace, sur le plan osculateur à la courbe (A), les 
droites du plan, nommées a>; et <ür„ coïncidant respectivement avec la 
tangente <0; et la normale principale w/) de (A) ; dans ce mouvement, 
les courbes (R) et (A) coïncideront successivement en tous leurs points ; 
les rayons de courbure étant les mêmes en grandeur et en signe, les 
centres de courbure seront confondus. Si s varie, la courbe (R) va 
rouler sur la courbe (A), et un point quelconque M invariablement lié 
a la courbe (R) décrira la trajectoire orthogonale. Le mouvement du 
plan P s*obfiendra donc en faisant rouler la courbe plane (R) sur la 
courbe (A) de façon que le plan P coïncide à chaque instant avec le 
plan osculateur à la courbe (A). On peut dire que le plan P roule sur 
la développable quül enveloppe, comme nous allons l’expliquer. 

Considérons l’arête de rebroussement (A) et une tangente ; pour 
développer cette courbe sur un plan, il faut [ch. V, | 4 ] construire la 
courbe plane dont le rayon de courbure en chaque point a môme 
expression en fonction de l’arc que celui de la courbe (A) : c’est préci¬ 
sément la courbe (R). La position d’un point N sur la développable 
est définie par l’arc s, qui fixe la position du point a> sur (A), et par le 
segment wN = u. Le point qui correspond à N dans le développe- 


0)1 ; pour 
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meut est déterminé par les mêmes valeurs de s. u. Les i^énéi'atrices de 
la développable viennent se développer suivant les tangentes k la 
courbe (R). Considérons une courbe (F) sur la développable, et la 
courbe correspondante (F^) dans le 
plan : les arcs homologues sur ces 
deux courbes sont égaux, de sorte 
que toute courbe tracée sur le plan 
roule sur la courbe correspondante 
delà développable. On peut imaginer 
que Fon ait enroulé sur la dévelop¬ 
pable une feuille plane déformable ; 
le mouvement du plan (P) consistera 
alors à dérouler cette feuille de façon 
qu’elle reste constamment tendue. 

Un point quelconque de la feuille 
décrira une trajectoire orthogonale des plans tangents à la développa¬ 
ble. Nous obtenons ainsi, en quelque sorte, la surface développante 
d'une développable^ par la généralisation du procédé qui donne les 
développantes d’une courbe plane. 

Nous allons enfin examiner le mouvement du plan (P i au point de 
vue cinématique. Nous avons, d’après (i) et (2) : 

ds ~ T ds~ T ds T ' ’ 

et par suite les projections de la vitesse du point M sur les axes 
invariablement liés au plan (P) sont : 




Vï = 

ds 


‘ d$ 


Le mouvement instantané du plan (P) est une rotation autour de eu:; 
tangente à (A), la rotation instantanée étant — — . Le plan osculateiir 
(P) roule sur la courbe (A) en tournant autour de lu tangente avec 
une vitesse angulaire égale à — . 

La surface (S) engendrée par le mouvement précédent est une sur¬ 
face moulure^ ou surface de Monge. 

Considérons dans le plan (P) une courbe (G) invariablement liée au 
système d’axes et sa développée (K). Dans le mouvement du plan 
(P), la courbe (G) engendrera une surface moulure (S) ayant pour une 
des nappes de sa développée la développable sur laquelle roule le 
plan (P). Et comme les normales à (G), qui sont normales à (S), sont 
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tangentes à ( K), la deuxième nappe de la développée de (S; sera engen¬ 
drée par la développée (K) du profil fC). G est donc aussi une surface 
moulure. Ainsi une des nappes de la développée dune surface mou¬ 
lure est i/ne dévelopfjüble, I autre est une surface moulure. 

Cas particuliers 

Examinons le cas particulier ou la développalile enveloppe du 
plan (P) est un cvlindre ou un cône. 

Si le plan (P) enveloppe un cylindre, les tangentes aux trajec¬ 
toires orthogonales sont parallèles aux plans de section droite, les tra¬ 
jectoires orthogonales sont les développantes des sections droites ; ce 
sont des lignes planes ; les deux systèmes de lignes de courbure de la 
surface sont des courbes planes. Le plan (P) roule sur le cylindre de 
façon que son intersection avec le plan d'une section droite roule 
sur cette section droite. On peut encore engendrer la surface en 
considérant dans un plan une famille de courbes parallèles (qm 
sont ici les développantes de la section droite du cylindre), et en 
déplaçant chacune de ces courbes diin mouvement de translation 
perpendiculaire au plan. 

2^ Supposons que le plan (P) enveloppe un cône de sommet A ; et 
considérons une trajectoire orthogonale rencontrant le plan (P) en M. 
La tangente en est perpendiculaire k AM, dont la trajectoire ortho¬ 
gonale est une courbe tracée sur une sphère de centre A. Coupons 
alors le cône par une sphère de centre A et de rayon R, soit (G) Tinter- 
section, et considérons dans le plan P le cercle (S) de centre A et de 
rayon R. Le plan P roule sur le cône de façon que le cercle (S) roule 
sur la courbe (G). 

Autres hypothèses. — Gherchons maintenant si les deux nappes de 
la développée d’une surface peuvent être des développables. La sur¬ 
face est alors surface moulure de deux manières ; les deux systèmes 
de lignes de courbure sont des courbes planes. Les trajectoires ortho¬ 
gonales des plans fP), qui enveloppent Tune des nappes de la déve¬ 
loppée, constituant un des systèmes de lignes de courbure, doivent 
être planes. Soit (P^) le plan de Tune d’elles. Les plans (P) sont tous 
normaux a une courbe située dans (P^) ; ils sont donc tous perpendi¬ 
culaires à (P^). Si donc les plans (P) ne sont pas parallèles, les 
plans (P^) le sont tous : les plans (P) enveloppent un cylindre, et les 
plans (P^) sont perpendiculaires aux génératrices de ce cylindre, 
ainsi que les normales à la surface ; le profil situé dans un plan (P) et 
qui engendre la surface moulure est une parallèle aux génératrices 
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fiu ryliiidre. Les surFaccs obtenues sont donc des c\liudres ; la s(‘cunde 
nappe de la développée est une droite rejetée à riiiHni. 

Si les plans (P) sont parallèles, ou arrive ù la même conclusion, 
car les plans (P^) enveloppent un cylindre. 

Le cas supposé est donc impossible. 

Supposons qu une des nappes de la développée soit une dévelop- 
])able, l’autre étant une courbe. La surface est une surface moulure 
(|ui s’obtient par le mouvement d'un profil situé dans le plan (P) qui 
enveloppe la développable. La deuxième nappe de la développée 
est engendrée dans ce mouvement par la développée du profil ; pour 
que ce soit une courbe, il faut que la développée du profil soit un point, 
donc que ce profil soit un cercle ; imaginons alors la sphère qui a ce 
profil pour grand cercle; elle est inscrite dans la surface ; la surface 
est line enveloppe de sphères de rayon constant. C’est une surface 
canal à section circulaire constante. 

Réciproquement toute enveloppe d'une famille de sphères égales 
satisfait à la condition précédente. Soit une sphère, de centre a, b, c 
et de rayon r constant : 

S(x — af — r- = O ; 

la caractéristique a pour deuxième équation : 

Z{x — a)da = 0. 

C’est donc un grand cercle de la sphère; les normales à la surface 
enveloppe sont dans le plan de ce cercle. L’une des nappes de la déve¬ 
loppée sera l’enveloppe des plans de ce cercle. Si nous considérons le 
lieu du centre de la sphère, le plan du grand cercle lui est constam¬ 
ment normal ; la surface est engendrée par un cercle de rayon 
constant dont le centre décrit une courbe, et dont le plan reste 
constamment normal à cette courbe. 

Enfin, comme cas singulier, nous avons encore celui où Viine des 
nappes de la développée est une droite. La surface est alors de 
révolution autour de cette droite. 
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LES CONGRUENCES DE DROITES ET LES CORRESPONDANCES 
ENTRE DEUX SURFACES 

Nouvelle représentation des congruences 

I. — Dans ce qui précède, nous avons déüiii une congTiieuce par 
sou support, et en donnant la direction de la droite ou des droites (D) 
qui passent par chaque point du support. On peut plus généralement» 
et ce sera préférable au point de vue projectif, considérer deux sur- 
taces supports se correspondant point par point, les droites de la con¬ 
gruence étant celles qui joignent les points homologues des deux sur¬ 
laces. En réalité, les deux surfaces se correspondront élément de 
contact à élément de contact, et, en même temps que la congruence 
des droites joignant les points homologues, on pourra considérer 
celle des intersections des plans tangents homologues. 

Il est naturel alors d'employer des coordonnées homogènes. Soient 
M(j?, y. r, t) et les points homologues sur les deux 

surfaces ; la congruence sera définie par les équations : 

X = a* + y = ^ + r^y^, Z = 5 4 - 05 ,, T = ; + 

Soient de meme w, u, r les coordonnées tangentielles d’un plan 
tangent à la première surface, u,, r, celles du plan tangent 
homologue à la deuxième surface. La congruence sera définie au point 
de vue tangentiel par les équations : 

^ = fi + pWi» \ = U pu,, W = £u + p^u,, R == /* -f pr^. 

Soient (S), (S,) les deux surlaces supports ; les systèmes conjugués 
sur ces surfaces étant invariants, d’après leur définition même, par 
toute transformation projective, nous sommes conduits à étudier 
les relations qui existent entre eux. Soient : 

= K\ H-)> t = k{x, tx), 

les coordonnées des noints courant*; lioTYinlncm/iç riAc rlanv chvCqaac 
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Le choix des paramètres A, j/. est fixé par le Théorème suivant : 
Quand deux surfaces (S), (S^) se correspondent point par point, il 
existe sur (S) un réseau conjugué qui correspond à un réseau con¬ 
jugué de et en général il nen existe quun. Soient, en effet, 
OA, oijL, et oO., les variations infinitésimales des paramètres corres¬ 
pondant aux directions des deux courbes d’un réseau conjufi;‘ué qui 
se croisent en un point (a, u.) de (S) : ces directions sont conjuG^uées 
harmoniques par rapport aux directions asymptotiques, définies par 
les variations cTa, rfjx qui satisfont à l’équation : 

(1) E'c/a- 4- -f Gy a- = o. 

Donc, en interprétant les variations d/A, d/u. ; oa, ô;x ; c'a, ô';x comme 
les coordonnées homogènes de divers points d’une droite, la condition 
qui exprime que les directions définies sui‘ (S) par oa, ô;jl; o'a, c'a sont 
conjuguées s’interprète ainsi : les deux points (oa, 8 a'), ( 80 ., o'a) sont 
conjugués harmoniques par rapport au couple de points défini par 
l’équation (i). 

De même, sur (SJ, deux directions conjuguées sont conjuguées 
harmoniques par rapport aux directions : 

(2) E'idfA- -f 2¥\d\.d\j. 4- (j\d\j.^ = O ; 

et, pour que 8a, 8jj- ; 80 ,, 8';a définissent deux telles directions, il faut 
et il suffit, d’après l’interprétation précédente, que les deux points 
(8a, 8 p.), ( 80 ,, 8'p.) soient conjugués harmoniques par rapport au couple 
de points défini par l’équation (2). 

Chercher un système conjugué commun revient donc à chercher un 
couple de points conjugués harmoniques par rapport aux deux couples 
donnés par deux équations quadratiques (i) et (2 ). Si les deux formes 
quadratiques n’ont pas de facteur commun, il y a un couple et un seul 
l'épondant à la question, qui est le couple des points doubles de Tin- 
vol ution définie par les deux couples (i) et (2). Or les deux équations 
pi'écédentes définissent les lignes asymptotiques des deux surfaces ; 
si donc deux surfaces se correspondent point par point d'une façon 
telle qu’il n’y ait pas sur (S) une famille d’asymptotiques corres¬ 
pondant à une famille d’asymptotiques de (S|), il existe un système 
conjugué de (S) et un seul qui correspond à un système conjugué 
de (SJ ; et il est défini par l’équation : 

E^dfA 4- Pyp. FW. + Gd[x _ ^ 

E^ifA + Y\d^ F’iCfA -P G\d\s. “ 

Il y aura impossibilité si les formes (i) et (2) ont un facteur commun ; 
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et iiidèterniiiiatioi] si les deux Facteurs sont communs, c’est-à-dire si 
les liiîcnes as\mptotiques se correspoudeat sur les deux surfaces. 
Keartant ces cas d’exception, nous supposerons que les paramètres a, ;jl 
correspondent au système conjugué commun. 


Emploi des coordonnées homogènes 

— Nous allons reprendre les Formules usuelles, et voir ce qu’elles 
deviennent en coordonnées homo|^‘èaes. 

Une courbe en coordonnées homogènes est définie par quatre équa¬ 
tions : 


La tan^'ente au point M(vC, t/, r, t) joint le point M au point M' dont 
les coordonnées sont dx, di/, dz^ dt. Car le point à l’infini, dont les 
coordonnées homogènes sont : 

d['L^=\dx + ædL, d{!r) = \dy + tjdL, ^/(£)=lc/5 + rrf-i, 

O = jdt + td^ 

est bien sur la droite ainsi définie. Le plan osculateur passe par la 
droite MM' et par le point M" de coordonnées : d^x, dry^ d-z, dH. 
Car le point à l’infini, dont les coordonnées homogènes sont : 

^P{j)==\d\r+2cLo.dl+xd^-l.^, . ^P{j)=-; 

O z=zL dt- 2 dt-d J d- f,d- y 

est bien dans le plan ainsi défini. 

Corrélativement il résulte de la théorie classique des enveloppes 
que la développable enveloppe du plan (P), de coordonnées : 

= /G'). = gQ). 10 = hQ), r =: kÇh), 

aura pour génératrice l’intersection du plan (P) et du plan (P') de 
coordonnées : da^ do^ dio^ dr. Le point de contact avec l’aréte de 
l'ebroussement sera, en outre, dans le plan (P'^) de coordonnées 
d-u^ d-ü, d-w, d-r. 

Lue surface quelconque sera définie au point de vue ponctuel par 
des équations : 
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(1) X = f{k, a), y =. fjQ; ;j.), r = /<()., •xj, I = kQ., -j.) ; 
et au point de vue tang-entiel par des éijuatious ; 

(2) U = F(a, u) v = G(a, ;j.), w = H(>., ^ , /* = K( a, ;x). 

Gherchons à définir le plan tangent eu partant des équations ponc¬ 
tuelles (i). Ce plan contient le point, donc : 

^ux = O ; 


il contient les tangentes aux courbes a = tx = donc les points 


/ zx 


Dr 

et 


Dy Dr 


; d’où les conditions 



Du. 

Du/ 

\ DA 

’ DA ’ D'A ’ 

z,.j 



lu-T-= O, 
ZIA 


ui — = O. 


Nous avons ainsi trois équations définissant des quantités propor¬ 
tionnelles à iz, ü, 10^ r. L’équation ponctuelle du plan tangent au point 
X, y, 5, t) est donc . 


X 

Y 

Z 

T 

X 

y 


t 

DJ? 

ÎK 

Dr 

n 


D'a 

dT 

dX 

D./; 


Dr 

D/ 

Dïx 

Dtt 

Ty 

Du 


Corrélativement on définira uii point de la surface, en partant des 
équations tangentielles (2), par les conditions : 


^ux = 0, 


— = o, 

Î>A 


v- 

Ij? — = 0. 
Dix 


En définitive, on définit l'un des éléments points plan tangent^ en 
Jonction de Vautre, au moyen des formules : 

( 3 ; Süx = O, ^udx = O, ^xda == 0. 

Proposons-nous maintenant à'exprimer que deux directions 
MT(ûD., c/a) et MS( 57 ,, 8[x) sont conjuguées. Ces directions sont conju¬ 
guées si, le point de contact du plan tangent se déplaçant dans la 
dii'ection MT, la droite MS est la caractéristique de ce pian tangent. 
Or cette caractéristique est définie par les équations : 

ISwX = O, "iXda — o ; 
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la droite MS est définie par le point .y, 5, /) et le point (^ôoî, ôy,o5,o/). 
Pour exprimer que MS est la caractéristique, il faut exprimer que ces 
deux points sont sur la caractéristique, ce qui donne : 

= Iædu = o; 

la,ox—o, Zcla,ùx = o. 

Les trois premières équations sont vérifiées, d’après les formules (3), 
pour toute direction tangente (oa, ôu.) et pour toute direction caracté¬ 
ristique ic/a, \ ; ttoiiH obtenons donc la condition unique 

(4) ^du.lx = O, 

on la condition symétrique, équivalente, 

( 4 ') '^^u.dx — Q, 


qu’on obtiendrait par un calcul analog’ue, en changeant le rôle des 
deux directions En particulier nous trouvons la condition pour qu’une 
direction soit conjuguée d’elle-mème, c’est-à-dire soit direction 
asymptotique : 

(5i Zdu.dx = o, 

Cela posé, exprimons que les courbes A = u- = forment un 
réseau conjugué. Les conditions équivalentes (4), (40 donnent ici : 






o. 


(ti'j . 


y Dm to _ 

^ 


Ces conditions peuvent se transformer : l’équation identique 


_ 


dilféi'entiée par rapport à A donne, en effet, 


î>a D-ÀDu 


et (G) s’écrit 
(7) 


\U - -= 0 . 

Da , 


En partant de l’une des relations 
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00 obtieuJrait, de même, la relation de condition, nécessaire et mi di¬ 
sante, 


Ces équations (7), (7') dépendent simultanément des éléments ponc¬ 
tuels et tang'entiels. En exprimant /*en tbnction Je œ, y, r. f, 

et de leurs dérivées, on obtient la condition en coordonnées ponc¬ 
tuelles : 


1^) 



D.Z* 


DA 

ïix 

:^yDx 


Dans cette relation (S), le premier membre représente, par abrévia¬ 
tion, le déterminant dont la première ligne serait la ligne écrite entre 
les deux traits verticaux, et dont les trois autres lignes se déduiraient 
de celle-là en y remplaçant x par y, £r, t respectivement. Cette nota- 
lion sera employée couramment dans la suite. 

Lorsque t = c‘'<^, la condition ( 5 ) se réduit a la condition connue 


;>A D)..î>i4 


= F' 


O. 


La condition (^8j peut s'interpréter ainsi : il existe une même rela¬ 
tion linéaire et homog’ène entre les éléments correspondants des 
lignes, donc il existe des fonctions L, M, N de /. et ;x, telles que l'on 
ait identiquement : 


D-"ÔC , î)./* , 7S,t' , ^-r 

— = L H- M — 4 - 

DaZ^x * • • ’ 



TStZ’j. 




c'est-à-dire : les quatre coordonnées homogènes x, y, z, t satisjont à 
une même équation linéaire aux dérivées partielles de lajorme : 


D-A, ?x 


L f + M + >''r. 


En opérant au point de vue tang'entiel, on verrait de même que la 
condition (7% qui s'écrit, avec une notation analogue à celle qui 
vient d'être introduite. 
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exprime que u, v, \v, i* i^ont des iniégrcdes dune même équation 
aux dérivées partielles delà forme 


_P 


0^ + R‘t-. 


Ou inoiitrei’ait sans peine t{ue si ,x^ y<, s, ou w, v, iv^ r satisfont à 
une équation de la tbrine précédente, elles ne satisfont qu’à une 
seule. 

Remarque. — En coordonnées cartésiennes, on devra supposer 
i k (A, ;j«) ^ I ; 6t le résultat précédent s’applique aux coordonnées 
ponctuelles æ, 5 , en faisant N = o. 

Considérons maintenant une surface réglée; les équations d’une 
g-énératrice, joig^nant le point M (x, ÿ, 5, t) au point 5^, 

sont : 

X =.Z; -f Y 4 - Z = r + piTj, T = / + r^t^. 

Supposons la surface développable; les plans tangents aux points 
{x,y,s. f) et (j?p t^) sont les mêmes. Or, le plan tangent en 

Àl, passant par la génératrice et par la tangente à la courbe p = 0 , 
contient le point {dx^ dy^ ds, dt). De même le plan tangent en M^, con¬ 
tient le point (dx^, dy^. dt^. La condition pour que les plans 
soient confondus est donc 


1 X J?! dx dx^ I == o. 

Si nous détluissions la surface en coordonnées tangentielles, nous 
arriverions de même à la condition 


I a u^ du dii^ I = 0 . 

Passons enfin aux congruences : une congruence sera encore repré¬ 
sentée par les équations 


X — X -{• 1 2 ^ "V p^i* Y — t + ; 


mais ici a?, y^ 5 , ^ et eZ?i, sont fonctions de deux paramètres 

arbitraires (a, p). Cherchons les éléments Jocaux. Soit F un foyer d’une 
droite (D) de paramètres (a, ;x). Soit p la valeur qui, portée dans les 
équations précédentes, donne les coordonnées de ce point. Toutes les 
surfaces réglées de la congruence, qui contiennent la droite (D),ont, en 
ce point F, môme plan tangent. Considérons, en particulier, les surfaces 
A = c*® et a == c^^^. Les plans tangents à ces surfaces contiennent res- 

pectivement les poiats {x, y, s, t), {x^, y^, s^, ij), /^-j-pî^l Vet 

y-3-a ‘ D-a J 

(.r,ÿ, 5 ,/), 5 ^,/), 4 . P La condition pour que 
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ces plans coïncident, c'est-à-dire Véquation aux points focaux^ est 
donc 


X 


X, 


7y/ 


^.jC , 

On trouvera de même Véquation aux plans focaux : 


U 


U, 




dUj 

î>/. 


:^u 


+ 


:>ui 




Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les coordonnées homo- 
"•ènes étaient définies par la condition que les rapports — , ~ soient 

les coordonnées cartésiennes correspondantes. On constaterait sans 
peine que les résultats obtenus s’appliquent aux coordonnées plus 
o-énérales qu’on déduirait de celles-là par une transformation linéaire 
homogène quelconque. 


Correspondances spéciales 


3. — Nous allons étudier la correspondance entre deux points 
M, Mi de deux surfaces^ telle que les développables de la congruence 
des droites MM^ coupent les deux surfaces suivant les deux réseaux 
conjugués qui se correspondent. Telle est, par exemple, relativement 
aux réseaux conjugués formés par leurs lignes de courbure, la corres¬ 
pondance déterminée, sur deux surfaces parallèles, par la congruence 
de leurs normales communes. Nous supposerons que les paramètres \ a, 
qui fixent la position d’un point sur chacune des surfaces, sont préci¬ 
sément tels que les courbes conjuguées homologues soient a = c*® et 
fjL = c*^«. Les courbes A = c^®, ;x = sont conjuguées sur la pre¬ 
mière surface (S) ; donc j?, y, 5 , t satisfont [§ 2 ] à une meme équation 
aux dérivées partielles : 


(0 




de même les courbes 7.= c‘® et u.== c^® étant conjuguées sur la deuxième 
surface (S^), satisfont à une môme équation aux dérivées 

partielles : 


( 2 ) 


— P 




Exprimons maintenant que les développables- de la congruence cor- 
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re^[fon<Ipiil à / ~ et [j. = Si nous représentons la congruence 
par les équations : 


x = 

X OXi, 

Y 

= y + 

?î/i^ 

Z = r -p p-S^i, T - t -p 

les dé 

velo])pables 

>(jnt données ^ 2. 

par réquation : 


1 


•0 

d.T 

II 

0 

Or 






(Le 

d,. + 


d\L, 

dÿ = 

II 

li 

r/j^i 


Da 

d'i. 

dij^ — 

]i 

11 


et réquation précédente devant être vérifiée pour cD^ — o, diL = 0, 
nous obtenons les conditions : 


( 3 ) 

X 


d^x 

^Xi 



dT 

D>." 

'' 4 ) 

X 

X, 

5.r 

?u 


Elles expriment qu’ilexiste une même relation linéaire et homog-ène 
entre les éléments des lignes, donc qu'il existe des facteurs A, B, 
Ai, Bj : G, D, Gi, tels que l’on ait les identités : 

( 5 ) Xx -f Aj^r^ -P Bi , et les analogues ; 

D-/ 0/. 

(0 Cx -P 1)^- = + Di — , et les analogues. 

DiA 

Premier cas. —Voyous d'abord ce (jui arrive si run des quatre 
coefficients B, Bi, D, Di est nul. Soit, par exemple, Bi = o. Alors les 
équations ( 5 ) expriment que le point Mi(j?i, 5^, est sur la droite 

qui joint les points M (x, //, r, f) et M' ^ La droite 

MMi est tangente à la courbe [i = tracée sur la surface (S). Toutes 
les droites MMi sont ainsi tangentes à la surface (S) qui est une des 
nappes de la surface focale de la congruence. Sur cette surface focale 
(Si, les courbes u. = c^® sont les arêtes de rebroussement d’une des 
familles de développables de la congruence; et, par suite, les courbes 
A = conjuguées des précédentes, sont les courbes de contact des 
développables de la deuxième famille. Cherchons comment il faut 
définir (Si) pour que cette surface soit coupée suivant un réseau con¬ 
jugué par les développables de la congruence. Les équations ( 5 ) s’écri- 
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vent, clans le cas considéré, en supposant, comme il est loisible, = i, 




DÂ ’ 




Posons, les coordonnées homog’ènes pouvant être remplacées par 
des quantités proportionnelles, 

.T = ex, i/ = 6Y, r = ez, / = ex ; 

Les formules précédentes deviennent ainsi, e étant une fonction de 

A. IX, 


■», = A«X + B(ef+ xÿ). J, =. 

Déterminons la fonction 6 par la condition : 

A9 +B?t=o, 

DA 

ce qui est toujours possible. Alors : 

= ÿi=B6g, 5, = B6 


DZ 

D). 


^ = 




= Be 


^ . 

D>, ’ 


et comme les coordonnées homogènes ne sont définies qu'à un facteur 
près, nous pouvons écrire, en remettant 5, t pour X, , Z, T, 


(7) 


Dj? 


_ ^// 


Ya 




Alors, d’après ces relations, l’équation différentielle (i), qui est 
vérifiée pour 0 = ^, y, r, donne : 


(B) 


zx 


Pjc, 4 - O — 4- et les analogues. 


conditions de la forme (6). Les équations ( 3 ) et ( 4 ) sont donc vérifiées. 
Différentions la relation (8) par rapport à 1 : 

+P?^i + ?2. + + 

1 * ' Al .w - - 


D)Du Da ^ ' DA ' DÀ ' Dîi ' ^ DADa DA ‘ Da 

Mais, .XjL satisfait à l’équation (2), c’est-à-dire que l’on a : 




D)Da 




et l’identité précédente devient, en tenant compte aussi de (7"), 


(9) P. + Q. S + + P f + Ô f + + 


>&j 7 i 


, 


^ DA Du ^ DA 
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Les équations (S), (9) sont deux équations en 57 et Si on peut 
les résoudre, on en peut tirer æ, en particulier, en fonction linéaire 
de et ^ : donc le point M (x. y, r, /) se trouve dans le plan 

des trois points (.r^, t^) .^ c’est-à-dire dans 

le plan tansfent en à la surface (S^). La droite MM^ est donc aussi 
tang-ente à (S^), et (S^) est la deuxième nappe de la surface focale 
Sous auons donc, dans ce cas, la correspondance point par point 
établie, entre les deux nappes de la surface focale, par les rayons 
de la congruence. 

Ecartons ce cas qui a été étudié au chapitre VI. Il faut alors suppo- 
ser que les équations i'8), (9) ne sont pas résolubles en æ et — ; ce qui 
exisfe que : 

Q R 

?R 

1 ZI'A DA 

c’est-à-dire que Ton ait une identité de la forme : 

R=Q.W (il). 

Reprenons alors la relation (8), et multiplions les coordonnées 
X, y, 5, t ; yi, t^ par un facteur w, fonction de [jl, de façon à sim¬ 
plifier la relation (8j, qui s’écrit : 

Nous choisirons le facteur w de manière que l’expression entre cro¬ 
chets se réduise à ; comme ce facteur co ne dépend pas de 1 , les 
équations (7) subsistent, et nous obtenons des relations de la forme : 

_ P’jî ~|- O' ~ ^//i _ ^-1 _ ^_ 

Da * Du ’ Du ’ Du ’ Du 

Ceci revient à supposer R = o dans les équations (i) ; ce qui donne 
enfin : 



(lü) 


= P O ?£ 

D/Du D>. Du ’ D)i>u 


D).Du 


DV 

D/Du 


Il est facile de voir réciproquement que, si x, y,z, t satisfont à (10), 
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et si les équations (7) ont lieu, les conditions (i), (2), ( 3 ), ( 4 ) sont 
satisfaites* Tout d’abord, ( 3 ) et (i) le sont. Les équations {10) peuvent 
s’écrire : 




= Pæ^ -f- O 




de sorte que la condition ( 4 ) est vérifiée aussi. On tire enfin de là, en 
difterentiant, 


J/Ja 3A '■ tu. 


+ Q^+;5 


(^~ — ^ J les analog'ues ; 


ce qui donne bien des équations de la forme (2). 

Deuxième cas. — Nous supposons maintenant B, D, o. 

Reprenons les équations ( 5 ), (6). En multipliant x, y, r, t et 
^17 ii facteurs convenables, on peut faire dispa¬ 

raître dans ( 5 ) le terme en x et le terme en x^^ de sorte que : 


/ X :>æ* T 

{II) —”= L —, 

^ 7 >/, DA ^ 


- 

D‘A " 


‘-If’ 


^=L —, 

D) Da ’ 


— — L — 

D>. DA 


L’équation (6) s’écrit ensuite : 

difierentions par rapport à \ en tenant compte de fiij : 

— fL = 4 fM ^\ + 4 (xNo;) + 4 (SajJ ; 

Da \ DÀ / DÀ \ Du / ^ Da ^ DA ^ 

d’après (i) s’exprime en fonction de x, ^ relation pré¬ 

cédente s’écrit : 

F étant une fonction linéaire, ou encore : 

DX \ ’ D^ Du / 


Si ^ 9^: o, j:?. est fonction linéaire de . Le point M est dans le 

plan tang-ent en M à la surface (S), qui est alors une des nappes de la 
surface focale, cas qui a été précédemment examiné. Il faut donc sup¬ 
poser -^ = O, S n’est fonction que de ia. Alors, si nous reprenons 
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l'équation 112 , nous pouvons multiplier par une fonction 

<ie a telle que le terme en disparaisse, les relations (ri) §*ardant la 
même forme Et nous ramènerons (121 à la forme : 


= H —+ Kx. 

D^CÀ î>(x 


Le même raisonnement montrera que K est indépendant de >., et que 
par suite on [)eut faire disparaître le terme en .r. Finalement les équa¬ 
tions (12) peuvent être réduites à la forme : 


(LL 


Du ‘ Du 


^// 

Du Du ’ 




Du Du 


Les relations (i i) et ( i 3 i sont d’ailleurs suffisantes, car on en conclut : 


d’où : 
(ïli) 



équation de la forme (i), où R = 0; on obtiendrait de même : 



équation de la forme (2) où = o. 

Conrlnsions. -- Tdaiis le premier cas, où la surface (S) est une des 
focales de la con^Tuence, supposée donnée, nous avons été amenés à 
faire disparaître le terme en æ dans l’équation : 


(16) 


ÜiL 

D>Du 




“h 


relative à cette focale, au moyen de deux transformations qui équiva¬ 
lent à une transformation unique de la forme 


X = tïjX, 


On trouve directement, pour déterminer ce facteur tu, la condition : 
-^=p^ + O —+ Rtît; 

D>Du DA ^ Du 


de sorte que les équations (7) montrent que toute surjace (SJ coupée 



CORRESPOXDAXCES ENTRE DEC'K StWAGES 


suivant un réseau conjugué par les (lêoeloppables de la congruence 
est définie par les équations : 


X, 


(f) 


di 


;>/. \ CT / 


? 




CT étant une intégrale de Véquation ( 11. 

Passons au deuxième cas où aucune des deux surfaces n’est focale 
de la congruence. On se donne Tune d’elles, la surfacr (S) ; et le 
réseau conjug'ué suivant lequel elle devra être cou[)ée par les dévelop¬ 
pables de la congriieiice cherchée. Il faut de uou\eau faire disparaître le 
terme en x de l’équation (i) qui correspond h ce réseau conjui^rié 
de;S) ; ce qui revient encore à chercher une intég*rale de cette équation. 
L’équation prend alors la forme : 


(i7’l 


_ P 4. (4 ?£ 


Pour déterminer ensuite les facteurs L et M des formules f 11 ) et ' i 3 ), 
identifions cette équation (17) avec l’équation i4) [M'écédemment 
obtenue. Cela donne les conditions : 


dL 


DM 


Jl^=P(M —L), 

Da ^ Da 

Posons : 

(18) L —M = 

et ces équations deviennent : 


Q L M). 


(jq) 

(20') 


Du 

£.?i= O'i. 

D>. 


La première pouvant s’écrire : 

(19') 


^ _ Pt!; 

Du Du ‘ ’ 


la condition de comptabilité de ces équations est que -l soit une inté- 
g'rale de l’équation : 


(21) 


DjP^P) f>(Q P) 

D/,Du DA Du 


qui est ce qu’on appelle Vadjointe de (17). Ayant '|,on détermine par 
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une quadrature L et M ; car on a, par exemple, par (19') et (20), la dif¬ 
férentielle totale de M ; et l’équation (18) donne alors L. De nouvelles 
quadratures achèvent de déterminer, au moyen des formules (i i)et(i 3 ) ; 
la surface (S/), et, par là meme, la congruence. 


Propriétés de la correspondance précédente 


Il résulte de l’analyse précédente que les équations (i i) et (i 3 ), 


= L ^ , et les analoficues, 

DA DA ® 


— = M — , et les analogues, 

Dti Dût ' ’ 


caractérisent entièrement la correspondance spéciale, point par point, 
déterminée sur deux surfaces (S) et (SJ par les rayons d’une cou- 
ûfruence, dont les développables coupent chacune de ces deux surfaces 
suivant un réseau conjugué. Nous allons examiner les propriétés 
géométriques qui résultent de ces formules. 

Soient : 


ii^-) 


\v deux points homologues ; soit P le 

point de coordonnées • ./j; 

Q \ S" /P D* \ . l^x \ 

Ig., X /m-.) =(ir ’•■•)5 «tQlepomt,(- 

\ / iTi'V \ 

// OU La droite PM est tan- 

X ^ W / 

gente en M à la courbe p.= et® sur la 

surface (S), etPM^ est tangente en 

à la courbe p. = c^e^ sur la surface (S^). De meme la droite QM est 
tangente en M à la courbe > = c^® sur la surface (S), et OM^ est tan¬ 
gente en à la courbe a = c^® sur la surface (S^). Les plans tangents 
aux deux surfaces (S), (Si)aux points M, se coupent donc suivant 
la droite PO. 

Considérons la congruence de ces droites PO. Elle est définie par 
les équations ; 


O/w ' 




d.t? , Da* 
•-r + 9 — , 
DA ' Dtt 


Y = ^ 


. ?// „ J. 

J). Ja ’ J 


7 ar , 35 

Z = — + P — 
aX au 


rr :>t , tt 
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Les développables de cette congruence sont définies par réquatioii : 




cCk 


, D 2 /* . i 


DA UîA t>/'^ * 

mais X, y, s, t satisfont à des identités de la forme : 


_P "^x I ^ 

D>;>fA ^ ^ ^ ’ .. *•••’ 

de sorte que l’équation précédente s’écrit : 


A.cTà.c/u. = Oj 


A étant un déterminant qui n’est pas nul, puisque l’équation n’est pas 
une identité. Les développables de la congruence des droites PQ, 
intersections des plans tangents aux deux surfaces en deux points 
homologues^ correspondent donc aux développables de la congruence 
des droites MMj, qui joignent ces points homologues^ dest-à-dire 
encore aux systèmes conjugués homologues des deux surfaces. 
Cherchons maintenant les points focaux. Ils sont donnés par l’équa¬ 
tion : 


DA Da DÀ2 ^ D>^£4 D/Dpi Da^ 


= O, 


équation qui, à cause de la même condition que précédemment, 
se réduit à p = o ; une racine est nulle, l’autre infinie ; les points 
focaux ne sont autres que les points P, Q. Ils sont dans les plans 
focaux de la congruence des droites MM^. Ces plans focaux sont» en 
effet, les plans MM^P, MM^Q ; car ils doivent être tangents aux deux 
développables de la congruence qui passent par MM^, et celles-ci 
coupent, par hypothèse, les deux surfaces (Sj et (SJ suivant les 
courbes [A = const., l = const., dont les tangentes sont, respective¬ 
ment, MP, M^P et MO, M^O. 

Considérons le point P, et supposons que Ton fasse /, = c^«. 
La direction de la tangente à la trajectoire du point P est définie par 
un deuxième point, dont les coordonnées sont : 


A = P 4- Q — , et les analogues. 

Da \ D>. j DA ^ Da ^ 

C’est un point de PO- Le point P décrit donc une courbe tangente 
à PO ; c’est l’arête de rebroussement de la développable de la con- 
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irrueiice des droites PO qui correspond à la valeur considérée 
Le point O décrira de même, si a reste constant, l’aréte de rebrousse¬ 
ment de la dévelo[>pable qui corres[»ond a cette valeur a = 

On \oit que la correspondance entre les deux surfaces (S) et(Sj, 
détiiiie d’abord, au point de vue ponctuel, par la congruence (K) des 
droites MMp ou iD), se trouve définie, de meme, au point de vue tan- 
aenliel, par la coni>Tuence (K') des droites PO, ou (D'j : deux points 
homologues, M et M^, étant les [joints de contact des plans tangents 
menés aux deux surfaces [»ar un même rayon (D'). Aux développables 
de (K') corresjtondent ainsi, sur (Sj et les deux réseaux conju- 
i>rués homologues considérés Les couples de points homologues M, 
étant ainsi délinis, la congruence (Iv; des droites en résulte à son 
tour : et les plans focaux du rayon (D; de cette congruence passent par 
les hners P et 0 du rayon homologue fD') de la congruence (K'). 

Les [irojiriétés de la correspondance que nous venons d’étudier se 
transforment donc eu elles-mêmes par dualité. En choisissant conve¬ 
nablement les coordonnées tangeutielles homogènes, on aurait, par 
suite, en même temps que les formules (ii) et (i 3 ), des identités : 

= H , et les analogues ; 

= K-- , et les analogues. 

C'a Dg ^ 

Eu résumé, si les développables. d'une congruence (K) coupent 
deux surfaces (Sj, (S^) suivant deux réseaux conjugués, les cou- 
pies de plans tangents à (S) et (S J dont les points de contact sont 
sur un même rayon (D) de (K) se coupent suivant les rayons (D') 
dune nouvelle congruence (K'j, telle giie les points de contact des 
plans tangents menés à iS) et (S^) j)ar les génératrices des dévelop¬ 
pables de cette congruence (K') décrivent les deux mêmes réseaux 
conjugués homologues ; et réciproquement. Les points focaux du 
rayon (D'), fK') sont dans les plans focaux du rayon associé (D) 
de (K), chaque point focal se trouvant dans le plan focal qui ne lui 
correspond pas. 

La correspondance entre- les deux surfaces est, en fait, une corres¬ 
pondance élément de contact à élément de contact, dont les propriétés 
se correspondent par dualité, quand on passe des points aux plans de 
ces éléments, ou inversement. 
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Correspondance par plans tangents parallèles 


4. — Coüsidéroas une correspoudance, point par point, entre deux 
surfaces (S) et (Sj). Soit, sur la surface (S), l'une des courbes (G) du 
réseau conjugué qui correspond à un réseau conjuürué sur (S/), 
et soit (Gj) la courbe correspondante sur (SJ Supposons qu'en deux 
points homologues quelconques les plans tangents aux surfaces fS), 
(Sj soient parallèles ; leiirs caractéristiques le sont aussi ; donc 
les directions conjuguées homologues sont parallèles. Supposant ici 
que les coordonnées t et t^ soient égales à i, ce parallélisme se traduit 
par des identités de la forme : 


(1) 

(2) 


L 

ZX 

L 

2IL 


II 

t- 


D>. 

"dT ’ 

D>. 

Da ’ 


Da 

DA 

D/ 

?î‘ = M 

dx 

II 

-^1 

’ 



if 








Du 


Nous pouvons donc appliquer les résultats précédemment obtenus. 
Les plans tangents en M, étant parallèles, la droite PO est à rinfiiii. 
Les droites de la congruence (K') sont les droites du plan de rinfini. 
Sur chacune de ces droites, les points P, Q sont les points où elles sont 
rencontrées par les tangentes conjuguées homologues sur (S) et (S^), 
et le lieu des points P, O est tangent à chaque droite PQ aux 
points P, Q. 

Cas particulier. — En particulier, supposons que, la surface (S) 
étant quelconque, la surface (SJ soit une sphère. La congruence des 
droites MM^ a des développables qui découpent sur (S) et (SJ des 
réseaux conjugués, les tangentes homologues étant parallèles. Or sur 
une sphère, un réseau conjugué est un réseau orthogonal ; donc le 
réseau conjugué de (S) est aussi un réseau orthogonal : c’est le réseau 
lignes de dontla recherche est ainsi ramenée à celle des 

développables d’une congruence. En particulier, supposons la sur¬ 
face (S) du deuxième degré, et considérons la congruence des droites 
PQ du plan de l’infini. Le plan de l’infini coupe (S), (Sj suivant deux 
coniques (F), (FJ. Considérons leurs points d’intersection avec une 
droite PQ ; les points d’intersection avec (Fj correspondent aux direc¬ 
tions des génératrices de (S) qui passent par M, et qui sont les tan¬ 
gentes asymptotiques; les points P, O, qui correspondent aux direc¬ 
tions principales, sont donc conjugués par rapport à ces points d’in¬ 
tersection, c’est-à-dire conjugués par rapport à la conique (F). Ils sont 
de meme conjugués par rapport à (FJ. Les points P, Q sont les points 
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tlouble:^ de l'involutioii déterminée sur la droite PO par le faisceau d( 
coniques ayant pour bases (F), tFj. La droite PO est tang-ente en P,f 
aux deux coniques de ce faisceau qui lui sont tangentes : de sorte qu< 
la détermination des développables de la congruence (K), c’est-à-dir 
des lignes de courbure de la quadrique (S), revenant à celle d’ui 
faisceau de coniques, peut se faire algébriquement. 

Si on prend pour paramètres ceux des génératrices rectilignes qu 
passent par un point de (^S), on obtient ainsi l’intégration de Véqua 
iion d’Euler. 

Considérons, en effet, Fhyperboloïde à une nappe : 


( 3 ) 



I, 


qui, rapporté à ses génératrices rectilignes, a pour équations paramé 
triques : 


( 4 ^ 


x = a 


I — uv 

U — v' 


Z/== 


n — V 


„ U V 

2 = C - ' -. 

U — V 


La normale en un point ayant pour coefficients de direction : 


æ 1 / s 

l’équation différentielle des lignes de courbure, qui exprime que ceti 
normale rencontre la normale infiniment voisine, est : 


ou : 


æ_ d.T 

JL _^ÉJL 
62 ^>2 

r ds 

c2 


dx 


dy 


dz 



( 5 ) (62 + xdyds + (a* - c^) ydzdx — (a® + 6®) zdxdy = o. 

La différentiation des formules ( 4 ) donne : 

tO) __ — __ ___ 

« (r i^^)du d- (i — Li^)dv] 6 [—(i + v^)clu + (i + u^)dü] '' 

__ ^ _ I 

2C [— vdu + udv\ {u — ü] 

et l’équation (5) devient ainsi, toutes réductions faites, l’éauatio 
d'Euler, ' ^ 

du^ _ dv^ 


(7) 



en posant : 
( 8 ) 
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+ 2Aro) -fl, k — ' ■ ‘ ■ - - .-'f ' Li • 

-p 

Les points P et O de la théurie précédente sont les points à l’infini 
des tang*entes aux lig'nes de courbure : leurs coordonnées homog-ènes 
X, Y. Z sont donc données par les dénominateurs des formules (6), 
où cla^ dv devront être remplacés par les valeurs proportionnelles 

V zt. V tirées de l’équation (7). 

Les développables des cong-ruences considéj*ées, et, par conséquent, 
les lig’nes de courbure de la surface, s’obtiendront, d’après ce qui pré^ 
cède, en écrivant que l’un ou l’autre des points (X, Y, Z) ainsi définis 
décrit, dans le plaà à l’infini T = 0, une des coniques du faisceau : 

X'+V. + Z.+ .(f-5+|)=o. 

On obtient ainsi, après suppression du facteur dudv, l’intég'i'ale 
g'énérale algébrique annoncée : 

(9) ± \/<î>(n2) — — 7 n{u — vf = o, 

où O)') désigne le polynôme polaire du trinôme <!>(&>) : 

<î>(w, tü') = CüO)' -|~ -j- 6>^j 4“ L 

et où /// est une constante arbitraire, liée ù a par l’équation : 

7 n[a- + + c^)‘ 

Chassons le radical, en tenant compte de l’identité, classique dans la 
théorie des formes quadratiques binaires, 

<l>(cL))<h(co') — d>o'( w, = A-(ü)- 

où A est le discriminant de la forme. Xous obtiendrons, après division 
par (a — n)-, l’intégrale générale rationnelle : 

( 9 ') ( I -+ 27/f^Q(77'\ V- ). 

Or 0-) s’écrit : 

v-) = {i -f uvy + (i uu)'^ 4- A:(a + uf 4- Ar(w — vf. 

En tenant compte des formules ( 4 ), on voit ainsi que les lignes de 
courbure sont les intersections de Thyperboloïde avec les quadriques: 
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Reniplavont, cette équation par la combinaison homogène, obtenue eu 
lui ajoutant l'équation ( 3 i, multipliée par {mk + "i®) : 

„„jn ,vg—r A--i)ÿ +("î + ^’+ i)(m+k~i)^=o. 


Celle-ci b'écrit encore : 

_ ni -h --=0, 

a^ni ^ A* — i) . b\m "h 0 

uu, à cause Je la valeur (8j de A\ 

a'^l,n{a^ + ^ -2fl^] — b\m(a^- + b^) -f ac^ + + cVK«“'+ 

Eli posant alors : 

— 2s = m(a- J- b-) 4- 


ou récrit entin : 

<2*" I l/^ ) 

«^(s + a^-) 6=(a — P) c2(s + c2) ~ 

Il suffit dès lors de lui ajouter Téquation de l’hyperboloïde, après 
l’avoir elle-même multipliée par (— s), pour obtenir Téquation des qua- 
driques homofocales : 


(lO) 


à* + a- 


+ 


On trouve donc ce résultat classique que les lignes de courbure de 
Chyperbolotde ( 3 ) sont les intersections de cette surface par les 
ellipsoïdes et les hijperbolol'des à deux nappes homofocaux^ repré¬ 
sentés par l’équation (lo). Cf chap. XII, | i et | 6\ 

Remarque i — Au lieu du plan de Tinfini, on pourrait considérer 
un plan fixe quelconque ('ic). La correspondance serait telle que les 
plans tangents en deux points homologues de (S), (S^) se coupent 
dans le plan Les résultats seraient analogues ; et de même si, 
corrélativement, on établissait entre les deux surfaces une correspon¬ 
dance telle que la droite passe par un point fixe. 

Remarque 2, — Considérons deux surfaces (S), (S^) qui se corres¬ 
pondent par plans tangents parallèles. Prenons dans l’espace un 
point fixe 0, et substituons à (SJ une de ses homothétiques par rap¬ 
port à 0 , soit (S'i). A tout réseau conjugué sur (SJ correspond 
sur (S'j) un ix^seau homothétique qui est aussi conjugué, et le réseau 
conjugué de (S) qui correspond à un réseau conjugué sur (SJ corres- 
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pond aussi à uii réseau cônjug^ué sur (S'^i. Imaginons que le rapport 
d’homothélie croisse indéfiniment : le point homothétique de 
s’éloigne à l’infini, la droite devient la parallèle menée par M au 
rayon OM^. Donc, si Von a deux surfaces ( S;, se correspondant 
par plans tangents parallèles^ si on prend dans Vespace un point 
fixe O, et si par le point M de {fi) on mène la parallèle MN au rayon 
OMi, les développables de la congruence des droites MX découpent 
sur (S) le réseau conjugué qui correspond h un réseau conjugué 
sur (Si). Si en particulier nous prenons pour (S^) une sphère, pour O 
son centre, OM^ est perpendiculaire au plan tangent à (S^j, et par 
conséquent au plan tangent à (S) : MN qui lui est parallèle est la 
normale à (S) La congruence des normales à une surface a des 
développables qui déterminent sur cette surface un réseau conjugué 
orthogonal. On retrouve donc la propriété fondamentale des lignes de 
courbure de la surface (S). 

Remarquons encore que, si le rayon de la sphère (S^j est égal à i, 
les coordonnées sont les cosinus directeurs de la normale, 

et les formules (i), (2) ne sont autres que les formules d'Olinde 
Rodrigues [Ch V, | 3 ] : — L et — M sont alors les courbures princi¬ 
pales. 


Surfaces isothermiques 

5 . — On est conduit à une classe importante de surfaces, en cher¬ 
chant dans quel cas la correspondance par plans tangents parallèles 
entre deux surfaces (S) et (S^) fournit une représentation conforme de 
Tune des surfaces sur Tautre [ch. II, ^2]. Supposons les deux surfaces 
rapportées aux systèmes conjugués homologues, comme au paragraphe 
précédent; de sorte que la correspondance entre elles satisfait aux 
équations (i) et (2) de ce paragraphe : 


(0 


II 

r 




= l4 

'W 



î» 

?>. 


(2) 




= M^, 

î£i 

= M^ 

î>a 




Du 

Du 


où figurent les coordonnées cartésiennes rectangulaires des points 
homologues. Soit 


ds^- = EoT/J^ + 2F£fAd/a 4- 
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(•') 


E 




E 


?/ Du 


-M'sr 


Lu .-o-Hlition qui o.i.vüne que la correspoudauce cu.isidérée révise 
une ,epn*';(‘>.lalio.. ooi.H.rme est quil existe une lonotioii A(/, a) 

telle que 

(4) + f/'/’i + 

En tenunl compte des td.mules ( n, (a), (.3), elle se ti-aduit pac les 

équalioiih : 

(5) (L3 -A-M E = (LM- A*) F = (-M'^ - A^) (i = o. 

Ecartons les cas (E = o, E = o) ; (F = o, G = o) où la surface 
,S) serait une développable isotrope ^ch. III, § 4;. ^ous pouvons sup- 
iioser d'abord E = o, G = o ; de sorte que les lignes coordonnées sont, 
sur ( S, et sur fS, ). les lii^nes minima. Comme elles sont conjuguées par 
hvpolhèse, les directions asymptotiques sont conjuguées harmoniques 
imr rapport aux dii'ectious isotropes du plan tanput. et sont rectan¬ 
gulaires : donc l’indicatrice est une hyperbole équilatère, et la surlace, 

( S) comme (Sj), est une surlace minima. ^ 

' Réciproquement, les équations données au chapitre III, | b, page oo, 
pour représenter une surface minima quelconque, entraînent les for¬ 
mules : 

î c/(x + II/) = — u^F"\ii)dii — v^G"(ü)do. 


(0) 


d(x — il/) 

d:= — 


F""{u)du + G''\v)do, 

aF”\a)dii— vG''\v)dv. 


Doue, pour deux surfaces (S) ettSi) représentées ainsi, avec les fonc¬ 
tions F, G ; G^ respectivement, ou aura les identités, de la forme 

(i), ( 2 ) et (5), 



D//, Dÿ 

ja P"’ ■ au ’ au F'" au 


a//i G'\ a// ^ 


au “ G"’ ■ ao ’ au G'" ' an ’ 


aHÆL dsK 


Ainsi deux surfaces mininia quelconques se correspondent par plans 
tangents parallèles de manière que cette correspondance soit une 
représentation conjorme. 
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py Supposons maintenant que F ne soit pas nul, et que E et G ne 
soient pas nuis tous deux : la condition LM = A"- étant alors jointe à 
l’une des conditions = A*“, M- = entraîne, L et M ne pouvant 
être nuis, 


L = M, A 2 = U== MK 


On en conclut, en supposant, ce qui est loisible alors, k = L, 

(7) c/æ^ =kdx^ dy^ = kdy^ dz^^ = kdz. 

Or deux au moins des fonctions x^y^ z de a et jx^sont indépendantes : 
supposons que ce soit, par exemple, xei y. Les deux premières iden¬ 
tités (7) expriment que la correspondance entre i S) et (Sj) se traduira 
par des formules 

Ui ='Ky ^ ='{''(y)» 

OÙ a? et y peuvent être considérées comme des variables indépendantes. 
On en conclut que A est une constante, puisqu'il ne dépend ni de x, 
ni de y ; et les formules (7) donnent alors 

= kx -{-a, yi = ky + b, z^ = kz + c, 

<2, A, c étant trois constantes. Nous trouvons ainsi la solution évidente, 
où (S) est une surface arbitraire, et (S^) une homothétique quelconque 
de (S). 

30 II reste à examiner le cas où F est nul, sans que ni E, ni G le 
soient. Les conditions ( 5 ) donnent alors : 

F = o, L= —M=A% 


en écartant l’hypothèse L = M, déjà rencontrée. Nous devons donc 
examiner ce que sont deux surfaces (S) et (S^), liées par les condi¬ 
tions : 


( 8 ) 

( 9 ) 


^Xi _ 7 

a). ^ ’ 

d-a ’ 


^ d-A ’ 

Du Du ’ 


Dir. 


D>. 



D£i 



et 

(10) 


F=—— — =0 

DÀ Du DX Du DX Dfi 


Eliminons y^, z^ en différentiant les équations (8) par rapport 
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Le système des 'courbes coordonnées, qui forme, par hypothèse, un 
réseau conjug'ué, sur (S) et sur (S/), forme aussi un réseau ortho^ro- 
naU en vertu de Thypothèse F = o : c’est donc le système des lignes 
de courbure, sur Tune et l’autre surface. Mais, de plus, il forme, d’après 
les formules (i4) et (i 5 ), un système orthogonal isotherme ~ch. IV, 
4^- Les deux surfaces peuvent donc Mre divisées en carrés infini¬ 
ment petits par leurs lignes de courbure : on dit, pour exprimer cette 
propriété, que ce sont des surfaces isothermiques. Une surface iso- 
thermique est donc une surface qui, rapportée à ses lignes de cour¬ 
bure^ a un de la forme (i 3 ). 

ds^^ = 

Réciproque. —Donnons-nous, inversement, une surface isother¬ 
mique (S) quelconque ; supposons-ia rapportée à ses lignes de cour¬ 
bure, de sorte que son ds- est de la forme (i 4 ). Nous avons les con¬ 
ditions : 


(i6) 


/^y. = 1 V ?£ =3 O V / — i 

\ D). / A' ’ ^ DÀ Da ’ " \ / k ’ 


en môme temps que la condition F' = o, qui exprime que les lignes 
coordonnées sont conjuguées : 


(n) 


My. s) 


2 A 




u) ’ 

En diffèrentiant les équations (i6), nous obtenons : 


zv — D — 

_ j_ _k_ s: t>æ _j_ k _, 

et des équations (17) et (18) nous tirons les valeurs des dérivées secon¬ 
des - . Les trois directions : 

DaOcx ZlvZVu 


Z>// c^r ^ dx ^ ^ . V B G 

DX ’ ^ ’ liï ’ C^C4 ’ Zia ’ Dg ’ ‘ ’ ’ 

formant un trîèdre trirectangle direct, nous introduisons leurs cosinus 
directeurs, qui sont ; 



du - 
V ^ d\ 1 DA 





A'A, A'B, A'C ; 


puisque E = G = i, A® + B® + G* = EG — = -^ . Et, pour 
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obtenir-^ par exemple, il suffit de multiplier les équations (17) et 
(18), respectivement, par A’"A, k — , ^ ajouter ; ce qui donne : 

2 DA 2 DA 


c’est-à-dire : 


, y-æ , DAr Do; , dA: Do? 

2 A,* —- 1 -T T-- 

D)Da Dlc Da D^A Du 


Donc J?, y, 2 satisfont bien à la même équation (i i). Or c’est préci¬ 
sément la condition nécessaire et suffisante pour que les équations (8) 
et(q),en soient compatibles : on peut donc calculer 

par la quadrature des différentielles totales : 


(19) d.v, = A- (T,. dy, = k fD. - ^ 


La surface (SJ est ainsi définie, et son ds^ est alors donné par la 
formule (i5) ; c’est-à-dire qu’elle est elle-même isothermique, et rap¬ 
portée à ses lifîrnes de courbure. Car, d’après les formules (i), les lip^nes 
coordonnées sont conjuguées sur les deux surfaces ; et, d’après (i 5 ), 
elles sont orthogonales et isothermes pour (SJ. 

Donc, étant donnée une surface isothevmiqiie quelconque^ qui, 
rapportée à ses lignes de courbure, à le ds~ donné par (i4), U lui 
correspond, à une translation arbitraire près, une autre surface 
isothermique et une seule, telle que la correspondance établie par 
plans tangents parallèles entre les points de ces deux surfaces soit 
une représentation conforme de ïune de ces surfaces sur Vautre ; 
dans cette correspondance, les lignes de courbure des deux surfaces 
se correspondent ; et le ds® de la seconde est donné par la formule 
( i 5 ). Il y a réciprocité entre les deux surfaces. 

Remarque. — Les calculs précédents montrent que, pour qu’une 
surface soit isotbermique, il faut et il suffit que les coordonnées carté¬ 
siennes d’un point quelconque de la surface satisfassent, en même 
temps qu’à la condition F = o, à une même équation aux dérivées 
partielles de la forme (i i). Cette équation ne change pas de forme par 
un changement de variables de la forme 

(20) V = ?(A), = 
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Mais on peut la simplifier, en posant : 

(2i) 

et déterminant convenablement le facteur /. Elle devient, en efiet. 


r_L _L _j_ r JL ^ 

L2Ar <>u yT TSa J ÎVX L 2 A: Z^X 

et il suffit de prendre : 

(22) X = V 

pour la réduire à la forme : 


(23) 


tVX?^jx 


= eù)^ 


I 

Z 


"1 

dJT 


0 . Cü^ = O, 


L’expression de 6, en X. et [i, se déduit du fait que, a> = i étant solu¬ 
tion de l’équation ( 11), w' == y = \'k est solution de ( 23 ) ; donc : 

I 52 ^ 

^ 1 ]: DX?a * 

Dire que l’équation (i i) est vérifiée par les coordonnées cartésiennes 
j5, y, 5, I, équivaut à dire que l’équation (aB) est vérifiée par les coor¬ 
données homog’ènes : 

X = æ ^ k, Z = 5 VA% = V 

Donc : pour (jaune surface soit isothermique ^ il faut et il suffit 
qiie^ pour un système de coordonnées homogènes X, Y, JZ, T conve¬ 
nablement choisi, les quatre coordonnées d'un point quelconque de 
la surface, supjyosée rapportée à ses lignes de courbure, satisfassent 
à une même équation aux dérivées partielles de la forme (28) ; V élé¬ 
ment linéaire de la surface est alors : 

ds-=^{d:t? + d’^'). 


Exemples de surfaces isothermiques 

I® Toute surface de révolution 

X = Il cos p., y = U sin a, r = c(a) 

est isothermiqiie ; car elle est ainsi rapportée à ses liq*nes de courbure, 
et son élément linéaire : 

ds^= [i -f- (f\u)]du^ -h U“d\j.^ 
est de la forme (i 3 ). 
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La aphèra est, par suite, isothermique d une infinité de manières. 

2° Les côfiês et les cylindrês dont les éléments linéaires (i) et (0)^ 
.lonnés au Ch. V. I 4 , p. flC se rapportent à leurs lignes de courbure, 
«ont aussi, d’après la forme de ces éléments linéaires : 

= du^ + do^ c/s* = «* </«* + t/ü*] , 

lies surfaces isothermiques. 

Les surfaces du second degré sont isothermiques. Nous le véri- 
fierons pour l hvperboloïde a une nappe, en nous servant des formules 
du para£î;*rü[»he précédent. Les formules (6) [| donnent, à cet effet, 

iji ^ ris2 = -h fr) [^(v^)du^ — v-)dudu 4- 

4- A>-] + •— oydudu. 

Introduisons les paramètres des lignes de courbure, définies par (7) 
4 €11 posant : 

, . flu dv ^ du , dv , 

foQI —=:==:-==s=s=Z=a>,, —=5=s ^-ZST Cl [A l 

et le ûf.s** deviendra : 

(sù) ds- = ^(fP ^ ^2) y^(ï)(,^2) y/<î>{i)2) 4- Gorf|A-].(M — 

avec : 

———. / - 2C^ 

(« - (.;i^Eo = v <*•(«*) V <*>("*) + O*) — oy, 

(U - vf.G, = \f^) - U*) + ^ 

Or, à cause de la forme (9) [| 4 ] de l’intégrale de l’équation d’Euler (7) 
[| 4 :i Eo = const. définit les mêmes lig’nes de courbure que [jL = const. ; 
donc Efl est fonction de [j. seul ; et, de même, Go est fonction de a seul. 
Donc le ds^ (26) se ramène à la forme (i 3 ), caractéristique pour les sur¬ 
faces isothermiques, en mettant en facteur E^G^. 

4 ® Nous trouverons une nouvelle classe de surfaces isothermiques 
en cherchant les couples de surfaces parallèles (S) et (S^) sur les¬ 
quelles les normales communes déterminent une correspondance 
conforme. Il suffit pour cela, en désig-nant par Z, m, n les cosinus 
directeurs de la normale à S, de supposer que, dans les formules (8), 9, 

= ,r 4- hU yi = y 4- hm, = z + hn, 

où h est une longueur constante. D’après les formules d’Olinde 
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Rodrig*ues [Ch. V, | 3 ], et R, étaat les rayons de courbure princi¬ 


paux de (S), on a ; 

Z-l _ I _ I D// _ I Dr , 

'W "rT”^’ ”?T W ““rY 'ST’ 

D/ _ I Dx D/71_ i îsf/ isn _ I ï>.r 

_ 

Donc : 

_^ . tî£i—./ r_^ 

DÀ \ Ri / Da .. Oa \ Ro / Du. 


et, pour qu’on puisse identifier ces formules avec les formules (8) 
et (9), il faut et il suffit que l’on ait : 

('—rt) + ('-Ê) = ” 

ou : 

(26) _y_,_i__ 2 . 

Rj Râ"” A ‘ 

c’est-à-dire que la courbure moyenne de (S) soit constante. Il en est 
de même de celle de (S^), et elle est é^ale et opposée à celle de (,S) : 
cela est évident a priori^ à catise de la symétrie de la relation entre (S) 
et (S/) ; et on constate sans peine que l’ég-alité : 

- 1 -j- 1 -~ 

Ri — h Ra — A A 

est équivalente à (26). Remarquons encore que les centres de cour¬ 
bure principaux, communs à (S) et sont conjugués harmoniques 
par rapport aux pieds de la normale commune sur les deux surfaces. 
On trouve ainsi un moyen de déduire de toute surface à courbure 

moyenne constante 7- une surface à courbure movenne constante —. 

A ‘ A 

Ainsi : toute surface à courbure moyenne constante est isother¬ 
mique. 

5 ® La conclusion précédente n’est plus justifiée si la courbure 
moyenne est nulle, c’est-à-dire si (S) est une surface minima, car h 
devrait alors être infini. Mais il est facile de vérifier directement que 
toute surface minima est isothermique. 

Reprenons, à cet effet, les formules (6) : la direction m, n de la 
normale est définie par la condition : 

[l — im)d{x -h iy) + (^ -4- im)d(æ — iy) -f 2nds = o, 
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d’où on tire : 


/ ^ im - 


J — im 


n — U + ü. 


La conclitioQ pour que la normale rencontre la normale infiniment 
voisine s’écrit ensuite : 



/ 

dl 

dx 


I I 

0 

0 = 

m 

dm 

ày 

X 

/ — 

0 


1 r/ 

dn 

dz 


0 0 

I 


/ 4- im (I l -f im) d{æ + iy) 

= / — im d{l — im) d(x — iy) 

n dn dz 

En y portant les valeurs (6) et (27), on obtient donc l’équation diffé¬ 
rentielle des lig^nes de courbure, qui se réduit à : 

( 28) F”^du^ 4- G”^dü^- = O. 

D'autre part, le ds^ est, d’après les formules (6), 

(29} = d[x 4- îy)d{x — iy) 4- dz- = — {ii — vfF''^G”’.düdü. 

Pour y introduire les paramètres a, a des lignes de courbure, il suffit 
de poser : 

\lF\da — \ G'”,dv = r//., \^F".du 4* y/ G^^.dv = rfix, 

et il vient : 

ds°- = (éT/.s — d[d), 

4vF" \'G"’ ^ 

ce qui eist bien de la forme isothermique. 

Emploi des coordonnées pentasphériques 


G. — Pour que des équations 

(U ^ =/0-, H-). y = H-)- 


A(X, [i) 


représentent une surface rapportée à ses lig-nes de courbure, il faut et 
il suffit, d’après ce qu’on a vu, que ces fonctions satisfassent à une 
meme équation aux dérivées partielles de la forme 
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en meme temps qu'à la condition d’ortlioi^’oualité : 


(3) û = + i£.i£. 

' ^ <^A Da <>/ î>a î>/ Da 

Ou peut remplacer cette condition par une autre, de la manière sui¬ 
vante. Désig-nons, pour abréger, par Q(tü) le premier membre de (2), 
et nous aurons l’identité : 


j + ^- + S-) = + F. 


On en conclut, puisque nuis, que la condition ( 3 ) 

équivaut à n(,r- -j- i/- S') — o, 

Donc, poi/ 7 ' que les équations (i) représentent une surface rap¬ 
portée à ses lignes de courbure, il faut et il suffi que les quatre 
fonctions x, y, z et (x^ + y- -f z^) satisfassent à une même équa¬ 
tion aux dérivées partielles de la forme (2) 

Cela équivaut manifestement à dire que i, x, y, z, 1 x- + y* -f z* ) 
satisfont à une même équation aux dérivées partielles de la forme 
plus générale : 


( 4 ) 


. + L^+M-^ + N. 


Introduisons les combinaisons : 


( 5 ) 



V 


I + + //“ + -- . 

2/ 


et désignons sous le nom de coordonnées pentasphériqiies d'un point, 
de coordonnées cartésiennes rectangulaires x, //, z, les cinq quan¬ 
tités : 


(6) x^ = mx, Xo = mg, x^ = //ir, x^ = mu, .x*- = mv, 

où m est un facteur de proportionnalité arbitraire ; elles sont liées 
par la relation : 

(7) *^1“ + '^2* 4 - ^3“ 4 " 4 “ = O- 

Réciproquement, si x^, x^, x^, x^ sont cinq nombres liés par la 

condition {j), on tire des équations (6), en remarquant que a iv = i,. 


(8) m = x^ + fj?5, x = -^. 


X 2 

m 



et la condition (7) donne : 

— iœ^ — — m(x^ + f 5 
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=: mOf -f io). — />3 = m(u — wi. 

et les (leruicre5> équations x^ = niu. x- = mü sont vérifiées. Donc cinq 
nombres liés par l'équation (7) sont coordonnées pentasphériques d’un 
point. 

Cela [lüsé, comme l'équation ( 4 ) se transforme en une équation de 
niénie forme si ou y fait le chanû;*emeiit de variable w' = cu.y(A, 
le résultat énoncé plus haut peut se traduire ainsi : 

Pour qiii* les équations fi) représentent une surface rapportée 
à ses litjnesde courbure, il faut et il suffit que les cinq coordonnées 
pentasphériques dan point de cette surface satisfassent à une 
même équation aux dérivées partielles de Informe ( 4 ). 

Toute combinaison linéaire homog*ène, à coefficients constants, de 
plusieurs intégrales de ( 4 ) en est encore une intégrale. Donc le même 
résultat subsiste, si on substitue aux coordonnées pentasphériques, 
précédemment définies, les coordonnées pentasphériques générales 
qui s en déduisent par une transformation linéaire et homogène 
orthogonale quelconque. 

« 9 '; œ'h = "L'^%hkXic (A = 1 , 2 , 3, 4> 5). 

k — I 

Dire que cette transformation est orthogonale signifie qu’elle laisse 
invariante la forme quadratique ; c’est-à-dire que les équations 

h = I 

(9) entraînant l’identité : 

(10) 

A = I A = I 

Ces transformations orthogonales possèdent des propriétés toutes 
semblables à celles des transformations analogues à trois variables, 
c’est-à-dire des changements de coordonnées rectangulaires (sans 
déplacement d’origine). 

L'identité ( 10) équivaut aux conditions dorthogonalité : 

(il ) = 0 {k ^ k' z=z I, 2 , 3, 4j 5) ; 

A = I A = I 

d’où l’on déduit, par combinaison des équations (9), les formules 
inverses équivalentes : 

( 12 ) Xk= ^^^oLkkx'h {k= I, 2 , 3 , 4 » h), 

A = 1 

qui satisloütaux conditions d’orthogonalité analogues à (ii), puisque 
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rideütité (lo) ne cesse pas d’avoir lieu; les conditious d'orlhoi2:ûüalité 
ainsi obtenues : 

(1 3 ) = I, = O ( 7 é 9= A' = I, 2, 3 , 4 , n'i 

/r = I k = 1 

sont donc équivalentes aux conditions (i i). 

En élevant au carré le déterminant A = [%hh] des formes (ij i, on voit 
qu’il est ég'al à ± i ; et, en choisissant convenablement les notations, 
c’est-à-dire l’ordre dans lequel sont numérotées ces cinq formes linéai¬ 
res, on pourra supposer qu’il est ég’al à i. Alors l’identification des 
formules (î 2) avec celles que donne l'application de la règ'le de Cramer 
aux équations (9), donne encore l’ég-alité entre les éléments de A et les 
mineurs correspondants ; 

(1 4 ) y’hk = -:r— ( 4 , A*= I, 2, 3 , 4» O!. 

Interprétation des coordonnées pentasphériques générales. — J 1 
résulte immédiatement des formules de définition (Gj que toute équa- 
tion linéaire homogène : 


(i 5 ) O = 'i^cikXh. ^ —7^ [(«4 + ia^) {æ- + + s-) — 

A =s I 2 

— 2ai^.r — 2aog — 2 ^ 3 ^ — — a^i)] 

représente une sphère., et réciproquement. Nous pouvons supposer 
les coefficients ahy qui ne sont définis qu’à un facteur près, choisis de 
manière à satisfaire à la condition d’orthogonalité : 

(iG) Ia/i 2 ==i. 

Nous dirons alors que «3, r/4, a- sont les coordonnées de la 

sphère. 

On constate immédiatement que le rayon R de cette sphèi'e est 
donné par : 

U 2 gj” -f- (2-2 4" 4 / 5 ) — i^J _ I _ 

(a^ + 

On prendra, par exemple, et cela revient à disposer du signe H:;» 
laissé arbitraire parla condition (i6j, 


(17) 


R: 




La puissance du point 0C4, x~), par rapport à la sphère 

considérée, a donc pour expression : 


(18) 


Px 


— . ^'^ahXh. 
h zzi 
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Considérons inuinteuant une seconde sphère, définie, de même par 
ses coordonnées hn [h=\. a, 3 , 4 . 5 ), et de rayon R'. L angle V des 
deu\ sphères est donné par : 


aRR'cosV — 


-T «2^2 + "f («i—{^4 "T +(^4 — (®4 + ^«3) 

-T (^4 + ^^ 3 ) 


OU ; 


( i(|) cüs V = S'VOibfi. 

' h — I 

(]e cosinus est donc défini sans ambiguité, dès qu’on se donne les 
siirnes des rayons des deux sphères. On remarquera l’analogie de ces 
formules i iG) et i nj) a\ec celles qui concernent les directions, dans la 
uéométrie cartésienne, à coordonnées rectangulaires. 

Cela posé, l’interprétation des coordonnées (^9) est immédiate. Les 
équations a*'// =0 (A = i, a, 3 , 4 , 5 ) définissent cinq sphères (SJ, (SJ, 
(S3), (S4), <S.), ayant pour coordonnées les coefficients des seconds 
membres des équations (g) correspondantes. Ces sphères sont ortho¬ 
gonales deux il deux, d’après les conditions (ii) : elles constituent ce 
qu’on appelle un pentasphère orthogonal, qui sert de pentasphère 
de référence pour la définition des coordonnées (9). Les coordonnées 
penfasphérignés (9) sont elles-mêmes, d'après la formule (18), y>ro- 
porfionnelles aux gnotienis obtenus en divisant les puissances du 
point M considéré par rapport aux cinq sphères de référence par 
les rayons respectifs de ces sphères. 

En voici une autre interprétation qui nous sera utile. Soit M le point 
considéré, et supposons que ses coordonnées et ne soient pas 
nulles toutes deux, c'est-à-dire qu’il ne soit pas un point commun 
aux sphères (SJ et (SJ. Nous pouvons alors déterminer une sphère 
et une seule, (S), passant par M et coupant à angle droit les sphères 
(^3) î coordonnées b^. 63, 64, b- de (S) seront défi¬ 

nies par les conditions : 

(20) = ü, ':L'b/i%u = o, 'l'^b/iaL-^k = o. 

h =. I h = i A = I h z=. I 

Ces équations, en b^, b.^, b.^, b^, b^, sont indépendantes, sans quoi 
011 aurait : 


Xh = A3a.v^ + {h= i, 2, 3 , 4 » 0), 

et par suite, à cause des conditions d'orthogonalité, x'^ = ^2? g = 0 ; ce 
qui est contraire à l’hypothèse. 
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Uébigiioiis alors par \\ et V., les aui»-les que (S) fait avec ( Sj) et ;S>) : 
ils sont cléfiiiis par les formules : 

(21 ) 00s \\ = cos V, = 

h ~ I U = i 

qui entraînent, en tenant compte <le 'Lbh' = i, et des conditions d'or- 
tho£?onalité (i 3 ), la condition : 

(22 j cos- -f cos- V, = I ; 

de sorte que les deux angles \\ et Vg sont complémentaires, irne 
relation suffit donc pour les déterminer : on l’obtient en éliminant les 
bh entre les équations (20) et (21). En laissant d'abord de coté la pre¬ 
mière équation (20), on en tire : 

(28) bh = ^ih cos \\ -b aa/i cos V, (/i= I, 2, 3 , 4 » '*>)■• 

et en portant ces valeurs dans réquation 'ZbhXn = o, il vient : 

(24) cos 4 - «^*'2 cos Vg = 0. 

Les équations (22) et (24) déterminent cos et cos Vg à un même 
facteur (± i) pi'ès : cela tient à rindéterminalion que la définition de 
(S) laisse subsister sur le signe de son rayon. Mais, quel que soit le 
signe adopté, la formule (24) donne sans ambiguïté, en fonction de 
cos et cüs Vg, le rapport des coordonnées x\ et 

On remarquera que, si par exemple, est nul, la solution des 
équations (20) est donnée par b/t = %ih ; c'est-à-dire que la sphère (S) 
est alors la sphère (S^). Par suite, cos = i, cos V3 = o, et la for- 

jj' 

mule (24) donne—/ = étant, par hypothèse, différent de zéro. 

Nous concluons donc que les coordonnées peniasphériques d\in 
points qui ne sont définies qu’à un même facteur près, sont entière¬ 
ment déterminées par les cosinus des angles que les sphères passant 
par ce point, et orthogonales h trois sphères du pentasphère de 
référence^ J ont avec les deux autres sphères de ce pentasphèi^e. 
Remarque i, —La sphère qui a pour coordonnées b^, b^-^ b^, b^^ 65 
dans le système initial x^, x- de coordonnées pentasphéri- 

ques, a, d’après les formules (i2\ pour équation, dans le système 
général (9) de coordonnées : 

/i = 1 A- = I 

On dira que les quantités : 

(29j b'h — ^■‘bhOLkk {h = i, 2, 3 , 4 , 5 ) 

A* = I 

la 


Vessiot 
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süjit, «liijiïs li* üuiivtiau Mhlème, less coordoiiDées de la sphère. Il résulte 
de> tauiditious d’orthoi^oualilé (i i) que de telles coordonnées satis- 
luiit encore à la condition d'oi thoi»‘0!ialité, analogue à (iG), 

h ~ I 


La trcuistui ination des coordonnées des sphères se fait donc comme 
celle des coordonnées des points. 

Il résulte encore des conditions d’ortho^'onalité (ii) que la formule 
(iq) qui donne l'angle de doux sphères, garde la même forme en 
coordonnées pentasphériques générales. 

lieuuirqui* n. — Soient .r,„ 5,, les coordonnées du centre d’une 

sphère iS ;, R son rayon, P la puissance de Torigine par rapport à (S) : 
les cinq coordonnées pentasphériques de (S), définies par Téquation (i 5 ) 
et la condition = i, sont : 


( 3 oi 


n.. 


Ihi 

K ’ 


a. 


~0 
R ’ 


«4 


I — P 
2R ’ 


Cl. 


I^P 

2m ' 


On peut leur substituer six coordonnées homogènes 6*2, Cg, 
liées par la condition symétrique : 

( 3 1) 

A-=i 

Nous poserons, ii cet effet, 0 étant un facteur arbitraire : 

( 62 ) c‘i = û(i—.P), e2 = —q-P), C3 = 2 pa;o, 

C4 = 2p^0, C5=2p5u, ^6= —2«pR. 

Pour c,. = 0, la sphère est de rayon nul, et c^, Cg, Cg, c^, sont les 
coordonnées pentasphériques de son centre. Pour c^y ^ 0, les formules 

( 32 ) équivalent aux suivantes : 


( 33 ) 


= ~ . 


e. Ci 

ICq ICq 


«s 


- üi 


On pourra employer des formules analogues à ces dernières pour 
passer des coordonnées pentasphériques générales d’une sphère, défi¬ 
nies par les équations (29), à des coordonnées homogènes satisfaisant 
a la condition (3i). 

La formule (iqJ montre qu’une relation linéaire et homogène : 

(34) S«Gaca = o, 

A— I 


OÙ les Lk sont des constantes quelconques, exprime que la sphère (S) 
coupe la sphère (S"), de coordonnées homogènes : 

( 35 ) dh = C/i (A = 1 , 2 , 3 , 4 î 5 ), 


c', = /v'Gi^ + G22+...+ G5^ 
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SOUS laugle constant V, donné parla formule : 

(3(>) cosV = -^. 

« 

Dans le cas où les constantes C/,- vérifient la condition = i, on 

A-=i 

a cV» = ; les constantes Ca* sont alors eües-mémes les coordonnées 

de la sphère (S'), et la condition ( 84 ) exprime que les deux sphères (Sj 
et (S') sont tangentes. 

Remarque S. — Dans le cas où la sphère (S) se réduit au plan 
/mT + — 0 = 0, À, ;x, V étant les cosinus directeurs d’une direc¬ 

tion normale au plan, les coordonnées riji sont : 

(87) rtj = A, r/o = ;x, Gg = V, r/j = — 0, a- = — io f «4 -p ia~^ = o). 

Remarque 4 - — On peut passer directement du système de coordon¬ 
nées .r'h relatif à un pentasphère orthogonal (FI), au système de coor¬ 
données relatif à un autre pentasphère orthogonal (' 11 '). Des for¬ 
mules : 


Xk- = S 'X/,kX'h, 

h = I 


X’i = 

k - i 


(A-, / = I, 2, 3 , 4 , 5 ), 


on conclut, en efi'et : 

(38) x”i = x'h = {I — I. 2 , 3, 4, 5j. 

A = I A* = I A = I 

Dans cette expression de la coordonnée x"/ les coefficients : 

fi'/A = IS^^/AttA/r (A = I, 2, 3, 4, û), 


sont encore les coordonnées de la nouvelle sphère de référence (S'/) par 
rapport au premier pentasphère (II). L'analogie avec les formules de 
transformation de coordonnées cartésiennes rectangulaires (sans 
déplacement d’origine) est manifeste. 

Condition pour qaune surface soit isothermiqiie, — D’après ce 
qu’on a vu au | 5 , pour que la surface considérée soit isothermique, il 
faut et il suffit que l’équation (4) puisse se ramener, par une transfor¬ 
mation ct)^ = forme de l’équation (28) de ce | 5 . Donc, 

pour que les équations (i) représentent une surface isothermiqae, 
rapportée à ses lignes de courbure^ il faut et il suffit que les cinq 
coordonnées pentasphériques d'un point satisfassent à une même 
équation aux dérivées partielles de la forme : 


(39) 




0(A, fx).tU, 


pour un choix convenable du facteur de proportionnalité qui figure 
dans ces coordonnées. 



< HAi’irRL vm 


:>*>8 


Reinttrqm*. — Vn raisouiiement, semblable à eelui du début de <*e 
|iaraiï*raphe, peut se taire sur les coordonnées d’un plan tangent à la 
surface, sup[»osé écrit sous la forme : 

ri,r -r IjfJ 4- er + i = o. 

Les coefticieuts sont des lonctioiis de a et [/. j et pour <^ue la surface, 
tléHuie comme (uiveloppe de ce plan, ait les lignes A = const., 
;jL const pour lignes de courbure, il faut et il suffit que r, a, b, c 
(^,2 b' -f C-) satisfassent à une meme équation de la forme (4). 


Application aux cyclides 

7. — Désignonspar cinq coordonnées peutasphé- 

riques d'un point, dans un s\sterne quelconque de telles coordonnées. 
Tue surface sera leprésentée par une équation homogène entre ces 
coordonnées. Nous avons vu que le cas où cette équation est du pre¬ 
mier degré correspond aux sphères. Les surfaces représentées par 
une équation du second degré sont appelées cyclides. 

Il résulte Je la théorie des formes quadratiques que si : 

X.2, a?3, ^4, x^j 

est un polyuùine du second degré, homogène, on peut toujours trou¬ 
ver une transformation linéaire homogène : 

x/^' = (k = I2^, 5 ) 

h = I 

qui laisse iiivat-iaiite la forme Sx*® et transfoi-me <1* eu 

j:,, .r,, X3) = ^'‘SiiXi/K 

h = I 

Il existe donc un changement de coordonnées pentasphériques qui 
ramène Téqnation de toute cvclide à la forme type : 

^^ShX/r = O. 

h = I 

Ecartant les cas particuliers où un ou plusieurs des $h — (qui sont 
racines de l’équation en ^ obtenue en égalant à zéro le discriminant de 
— seraient nuis, nous prendrons l’équation de la cyclide 

sous la forme 
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el nous la considérons comme faisant partie de la famille de cvclides 
représentée par l’équation 


où <j est un paramètre arbitraire. 

Les coordonnées Xh étant liées, par hypothèse, par la condition 
'Z'\Xh^ = O» cette équation (i) est, en c, une équation du troisième 

h = I 

deg'ré, de sorte que, par chaque point de l’espace, passent trois cvclides 
de la famille : les paramètres Œj, Co, de ces trois cvclides sont ainsi 
des coordonnées curvilig-nes pour les points de l’espace. On calcule 
les xjt en fonction de cr^, Tj, par le même mode de calcul qui sert 
pour le problème analog*ue relatif aux familles dequadriques homofo- 
cales. Posons : 

h = I 

et nous pourrons écrire l’identité 

v.> (er — gi) (g — gg) (g — 0-3) 


k = 1 — ôf<7) 

en négligeant le facteur d’identification du second membre, puisque 
les Xh peuvent être calculés à un même facteur près. On a ici l’identité 
clé décomposition du second membre, fraction rationnelle en ç, en élé¬ 
ments simples ; donc : 

( 2 ) 

^ ^ f(ah) 

Si on suppose = constante, on a ainsi la représentation pai'amé- 
trique d’une quelconque des surfaces (1). 

Or si on pose, en général. 


► = J{a — c^) {a — Tg), 


(gj —fl)(g2 — a) 
4 «s 


- Gg) 




^ Dw 
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C'est une équation de la forme (i i j | 5 : il n’y a qu’à faire, en effet, 
/,’= {f:^ — ‘ dans cette équation fi i), pour retrouver l’équation (3) 

actuelle. Celle-ci est donc bien réductible à la forme (Sg) ^ G, par une 
transformation 

Donc les coordonnées peutasphériques (2) de toute cyclide (i) satis¬ 
font bien à la condition énoncée ci-dessus ; et les cycUdes sont des 
surfa ces iso th e rm i qn es. 

Remarque /. — Il est ainsi prouvé que les trois cyclides du sys¬ 
tème (i) qui passent en un point se coupent, deux à deux, suivant 
des lignes Je courbure communes : elles se coupent donc à angle 
droit; et, par suite, deux quelconques de ces cyclides se coupent à 
angle droit tout le long de leur intersection. 

Remarque 2. — Cn calcul analogue s’applique aux quadriques 
homofocales 



h = I a h — G- 


œ,. a?3 étant des coordonnées rectangulaires. On trouve 


(Û/e — Gf) (û/i G 2 )fû/i “ 0-3) f\ / \ / \ 

Xir = - Yîai^ - ““ ““ ^2) “ «s)* 

Donc Xn, Xq satisfont à l’équation (i 3 ). Reste à vérifier que 

h = 1 


y satisfait aussi. Or la substitution de cette fonction dans le premier 
membre Je (i 3 i donne 


/ N — gg . 

('^1 — ^2)*;r= I fXcth) ’ 

et l’identité 


^ ~ 0*3 _V.Î ah — C’a 

h = 1 ^'{ak) (o- — Oh) 

donne, quand on identifie,et qu'on exprime qu’il n’y a pas de terme 
en G® dans le second membre, 

V3 ah -0*3 _ ^ 

h = I f'(ah) 


•^PP^®2.tion aux transformations conformes 

8 . Dêfniiions, — Considérons une transformation ponctuelle \ 
eest-à-ilire qui (comme le font les déplacements, les homothéties. les 
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inversions, par exemple) fait correspondre à tout point M de Tespace 
un point homolog'ue M'. Elle est définie par ses équations : 

(1) ,r' = /(a*. !/, s), y' = g{x, y. z), z’ = Ux, y. z}, 

qui donnent les coordonnées {x\ y\ s:') de M' en fonction des coordon¬ 
nées {x,y,z) de M. On suppose qu'inversement à chaque point M'cor¬ 
respond un point M, c’est-à-dire que les équations (i) définissent des 
fonctions implicites : 

( 2 ) x = ¥{x\y\ y = G{x\y\z'}, z =:Yi[x\y\ z'). 

Il suffit, pour cela, comme Ton sait, que h aient des dérivées 
partielles continues et que le déterminant fonctionnel ’ ne soit 

^ ^ ^ ^ 4^.//.-O 

pas nul identiquement. 

A tout lieu de points M, la transformation fait correspondre un lieu 
homologue de points M' ; à une courbe, une courbe ; à une surface, 
une surface. A deux courbes qui se coupent en M^,, elle fait corres¬ 
pondre deux courbes qui se coupent au point M'o, homologue de Mq; 
à deux courbes tangentes eu Mq, deux courbes tangentes en M'q. 
De même pour uue courbe et une surface ; et pour deux surfaces. 

Cela résulte de ce qu’oii déduit des équations (i), en les différen- 
tiant, 

(3) dx' =^dx + ^^dy + ^dz, dy' — ^dx+^dy 

dz' = — f/x + — rfy 4- dz, 

de sorte qu’à chaque élément linéaire {x, y, z ; dx. dy^ dz)^ corres¬ 
pond un élément linéaire homologue [x\ y\ z^ ; dx\ dy\ dz^), qui est 
le même quelle que soit la courbe, passant en M, à laquelle appartient 
le premier élément- On dit que la transformation des éléments linéai¬ 
res de l’espace, ainsi définie, résulte du prolongement de la transfor¬ 
mation (i). 

Le carré ds^^ de l’élément linéaire transformé est, d’après les formu¬ 
les (3), une forme quadratique en dx^ dy^ dz, dont les coefficients 
sont fonctions de x,y, z \ soit : 

(4) ■ dd^ = <ï>(c/æ, dy, dz) ; 

et l’angle des deux éléments linéaires homologues de deux éléments 
linéaires d’un meme noint f.r. z/. — fmie nous suDDOSons corresnon- 
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dre à lieux (ÜfîVH-CMiliations dittéveiite.N f^/ et or — est donné par la 
torniiile : 


(r>f 


eos V : 


zr«|> 

Dr/.r 


\ (hf^ i/r) \ <î>(r^.r, ox 


(!ela posé, ou dit que la fransformntion {i)esf une irnnsfonnafion 
ronforme, si elb* rons(>rr(^ les an f/les ; c'est-à-dire si les hoinolo<>'ues 
de deux (‘oiirlies (|uelt‘onqiies qui se coupent en 'Nf, font au point 
homoloi;*ue M' un ande ég-al à celui que les deux premières font 
en M. Cela re\ient à dire que Fannie de deux éléments linéaires quel¬ 
conques <l'un meme point M est ésral a Fansrle des éléments linéaires 
transformés. 

S’il en est ainsi, à un ansrle droit correspond, en particulier, un 
anirle droit, et par suite l’équation 


. 04 ‘ 

——o.r -i- j- 

?d,v ^df/ 


^ + 



o 


est une conséquence, quels que soient y, r, de l’équation : 


dxù,x 4- dyoy -f dzùs = o. 
On en conclut une identité de la forme : 


næ 4“ ^y -f y, ri (dx^œ + di/ha + 

puisque ces deux équations sont homogènes et du second degré par 
rapport aux différentielles. Cette identité entraîne, dans le cas parti¬ 
culier o,r = dx, oy = dy, ôr = dz^ la suivante : 


(G'S 4 >fV/.r, dy, dz) = A'-(.r, y, r) {dx- 4- dy^ -h c/r-). 


Donc tniiie irnnsforniation conforme entraîne une identité de la 
forme : 


\l) 


= k\ds\ 


cest-à-dire quelle transforme dans un rapport constant tous les élé¬ 
ments linéaires d'un meme point, ce rapport A étant une fonction des 
coordonnées du point considéré. 

Réciproquement, si une telle identité (7), ou (G), a lieu, la for¬ 
mule ( 5 ] se réduit à : 


cos V' = . 




V dx^-+d!/^-+dz^ hf 4 - 


■ = cos V, 


et la translormation est une transformation conforme. 
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Im propriété précédente peut donc être prisse comme définition 
des transformations conformes Xf. Ch. H, § n . 

Recherche des transformations conformes. — En vei-tii de Tideii- 
tité (7), toute transformation conforme chansfe l’équation ds- = u 
eu r/s'* = O ; elle change donc toute courhe miiiima eu une courbe 
niinima; et, par suite, toute développable isotrope, dont les courbes 
miuima sont confondues, eu une surface à courbes minima doubles, 
c'est-à-dire eu une développable isotrope. 

Gela posé, considérons une droite isotrope : ou peut trouver, d'une 
infinité de manières, deux développables isotropes qui se touchent le 
lon^ de cette droite ; les transformées se toucheront suivant une ligrie 
minima commune, donc suivant une droite isotrope. Donc, toute 
droite isotrope a pour homologue une droite isotrope : toute surface 
rég’lée isotrope devient une surface réglée isotrope ; et toute sphère, 
qui est doublement engendrée par des droites isotropes, se change en 
une surface doublement réglée, à génératrices isotropes, c'est-à-dire 
en une sphère. 

Réciproquement, toute transformation ponctuelle qui change les 
sphères en sphères, change tout couple de droites isotropes, qu'on 
peut toujours considérer comme courbe d’intersection de deu.x sphères 
tangentes, en un couple de droites isotropes ; elle change donc les 
droites isotropes passant par un point M en droites isotropes passant 
par son homologue M'; elle change, par suite, l’ensemble des élé¬ 
ments linéaires isotropes de ce point, caractérisé par lequation 
ds^ = o, dans l’ensemble analogue, caractérisé par l’équation 
ds'^ = O. Elle donne donc lieu à une identité de la forme (7), et est 
une transformation conforme. 

Les transformations conformes de F espace à trois dimensions 
sont donc les transformations qui changent toute sphère en sphère. 

Cela posé, soit (Tj une transformation conforme ; et supposons les 
points M rapportés à un pentasphère orthogonal (7:). La transforma¬ 
tion (T) changeant les sphères en sphères, et conservant les angles, 
change ce pentasphère (f) en un autre pentasphère orthogonal (r). 
Les coordonnées de l’homologue M' de M, prises par rapport à (t:'), 
sont les mômes que les coordonnées de M par rapport à (tî). Car ces 
dernières coordonnées ne dépendent que des angles que les sphères 
menées par M, normalement à trois sphères de (-), font avec les deux 
autres sphères de (t:) [Cf. page 226]. Et comme la transformation (T) 
n’altère pas les angles, elle n’altéreia pas non plus les coordonnées 
du point par rapport au pentasphère, supposé transformé en môme 
temps que lui. 

Soient doncn?,, Xo, j?-. les coordonnées de M par rapport au 
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peiitaspiière (ttu et hh — Sa-// «A* = i, 2» î A — 1,2,..., 5 ) les 
eoortloniiée^, par rapport à (t.}, des sphères que la transformation (T) 
substitue, respectivement, auv sphères ^a = o (A: = i, 2, 5 ). 

Le point M' a pour puissances, par rapport à ces sphères, des quan¬ 
tités proportionnelles aux coordonnées j?a- de M, multipliées, respecti¬ 
vement, parleurs ra vous R a-. On a d’autre part, directement, pour ces 
mêmes pi'oduits '§ G, formule (18}], des valeurs proportionnelles aux 
expressions : R'/.-,-A- Les formules de la transformation (T) peu- 

h — I 

veut donc s’écrire : 

(8) .fA- = : Jc'k = -'*M«rA* .(A% A = i, 2, .., 5 ). 

it - I k =z I 

Donc les transformations conformes sont représentées^ en coor¬ 
données pentasphériques, par les transforjnations linéaires homo¬ 
gènes orthogonales. Elles forment, par conséquent, un groupe de 
transformations, puisqu’il y fig*ure vingt-cinq coefficients, liés 
par quinze relations indépendantes. Le mot de groupe indique que 
deux de ces transforinatioiis, effectuées successivement, donnent, 
comme résultat final, une autre transformation conforme, ce qui est 
évident a priori. 

On démontre que chacune de ces transformations peut se décom¬ 
poser en déplacements, homothéties et inversions. 

Remarque. — Si nous comparons ces formules (8) avec les formu¬ 
les du changement de coordonnées pentasphériques, défini par la 
substitution au pentasphère de référence du pentasphère (f), 
homologue de (::) par la transformation (T), formules qui seraient 
6, équ. (38ÿ : 

jdk == S“^6AVi.rA, 
h = 1 

nous voyous que les inversions correspondent, en coordonnées pen- 
tasphéi-iques, aux changements de coordonnées, comme les déplace¬ 
ments aux changements de coordonnées rectangulaires de la géométrie 
cartésienne. L’analyse précédente donne la raison de cette analogie. 

Transformations conformes du plan. — Les transformations ponc¬ 
tuelles d’un plan 

i 9) .r' y). y' = ff{x, y) 

se définissent, et se prolongent en transformations d’éléments linéai- 
res (j?, g ; dæ, dy) comme celles de l’espace. Les transformations 

/în»»!»-»/> 4.» A 1 4^ » « _î_ J 1 1 . _ - 
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onnant comme ci-dessus, on constate que cette invariance équivaut à 
’invariance du ds-, k un coefficient k- près. En développant cette 
dentité : 


d/^ + dg^=k\dx^ + dy% 
)n obtient les conditions ; 



D y î>.T ’ 


On en conclut par Tidentité de Lag*rang-e : 



D.q? D,r " 


, étant égal à -}- i, ou à — i, comme il est facile de le vérifier, suivant 
jue les angles homologues ont la meme disposition, ou des disposi- 
dons contraires. 


Quoi qu’il en soit, on a deux équations linéaires s 


DU tire 


£?£• 

“d-æ . ^ ?// ’ 2>// " ’ 


d’où 


ce qui équivaut à dire que y* + si s = -f i, r/ + //*, si i = — i, 

est fonction analjiiique de x + iy. 

Uétude des transformations conformes du plan équivaut donc h la 
théorie des fonctions analytiques d une variable complexe. 

Ces transformations dépendent d’une fonction arbitraire, et non 
plus comme dans le cas de l’espace, d’un certain nombre de constantes 
arbitraires. Il n’est plus exact que toute transformation conforme 
change tout cercle en cercle ; mais on peut chercher les transforma¬ 
tions ponctuelles du plan qui changent tout cercle en cercle, comme 
nous avons cherché les transformations de l’espace qui changent 
toute sphère en sphère. 

On introduira, à cet effet, des coordonnées tétracy cliques, qui seront: 


I — I -f- + ir 

= mxy Xo = niy, x^ = m - - -^ , x^ = m —*— -, 

et, plus généralement, des combinaisons de celles-là : 

X h -—^ (^h —— I, 2, 3, 

k = I 


définissant une transformation linéaire homos'ène orthoironale à 
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quatre variables. Kt ou 1rouvei-a <{ue, eacoordonnéestétracvcliques quel¬ 
conques, les frnnsfor mai tons qui changent tout cercle en cercle sont 
dêjinies par les dinerses 1 ransformations linéaires homogènes ortho- 
gonales à quatre variables. Ou a ainsi un groupe de cc transforma¬ 
tions, qif ou a|)[»elle le groupe des rayons vecteurs réciproques, parce 
que ses transformations peuvent se décomposer en déplacements, 
hûinothéties et inversions lou transformations par rayons vecteurs 
réciproques). 

Invarianre des lignes de courbure et des réseaux isothermes. — 
Revenons au cas de l’espace : d’après une remarque déjà faite, si les 
coordonnées pentasphériques j?.,, x.. Æ4, x-^ d’un point d'une sur- 
tàce satisfont à une équation de la forme (4) § 6, les variables x\, x\^ 
.r'j, x\. qu’on en déduit par une transformation linéaire homo¬ 
gène quelconque satisfont à la même équation. Donc si les équations 
1 1) § t) représentent une surface rapportée à ses lignes de courbure, il 
en sera de meme des équations qui s’en déduisent par une transfor¬ 
mation conforme quelconque. 

En d'autres termes, les transforrnations conformes laissent inva¬ 
riante la propriété d une courbe dune surface den être une ligne 
de courbure Xf. (di. XI, § G'. 

D’autre part, les transformations conformes, multipliant le ds^, en 
un point M, par une fonction des coordonnées du point M, n’altèrent 
point la forme de ds^ d’une surface qui caractérise les coordonnées 
orthogonales isothermes. Donc les transformations conformes lais- 
.sent invariante la propriété d un réseau de courbes dune surface 
dêtre un réseau orthogonal et isotherme. 

Ou conclut de là que les transformations conformes changent 
toute surface isothermique en surfaces isothermiques. Gela résulte¬ 
rait aussi de la remarque faite pour les lignes de courbure ; l’équation 
(4) ^ G, étant alors réductible à la forme : 





oj.6( a, ijl). 


Remarque. — Les derniers résultats peuvent être établis, et com¬ 
plétés, sans calcul, par les considérations géométriques suivantes. 
D'après les remarques du Ch. VI, § 4 » sur les lignes de courbure, toute 
ligne de courbure est un lieu de points M de la surface (S) considérée, 
tel qu’il soit possible d’associer à chacun de ces points une sphère 
tangente à (S), de manière que la sphère tangente en M à (S) soit aussi 
tangente, en ce point, à la sphère infiniment voisine. Il en résulte 

ini I 1 .V —; .1-4 a 
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Sphère en sphère rhaiige, par là-mème, tonie lio'iie de ronrhiire de | S) 
en nue lig'ne de courbure de la surface homoloicue. 

Réciproquement, toute transformation ponctuelle chang-eant toute 
ligne de coui'bure en ligne de courbure, chamye toute surface réglée 
isotrope, non développable et non sphérique, en une surface de même 
nature, car ces surfaces sont les seules dont les lignes de courbure 
soient doubles Ch. III, ^ 7J. De plus, les lignes de courbure de ces 
surfaces étant leurs génératrices isotropes, et une droite isotrope pou¬ 
vant être, d’une infinité de manières, considérée comme génératrice 
d’une telle surface, la transformation change toute droite isotrope en 
une droite isotrope ; et, par suite, comme nous l’avons vu plus haut, 
toute sphère en sphère. Donc toute transformation ponctuelle qui 
change toute ligne de courbure en une ligne de courbure est une 
transformation conforme. 

D’autre part, toute transformation conforme, qui conserve les angles 
et les rapports des arcs infiniment petits issus d’un même point, trans¬ 
forme tout réseau de carrés infiniment petits, tracé sur une surface, en 
un semblable réseau, tracé sur la surface transformée. En d’autres 
termes, toute transformation conforme change tout réseau orthogo¬ 
nal isotherme, tracé sur une surface, en un réseau orthogonal iso¬ 
therme de la surface homologue. 

En combinant les deux résultats ainsi obtenus, on conclut que toute 
transformation conforme change toute surface isothermique eu surface 
isothermique. 

Réciproquement, toute transformation ponctuelle qui change 
toute surface isothermique en une surface isothermique est une 
transformation conforme. Eu effet, elle doit changer toute sphère en 
sphère, car la sphère (le plan étant considéré comme cas particulier 
de la sphère) est la seule surface qui soit isothermique d’une infinité 
de manières. 
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LES COMPLEXES DE DROITES ET LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES 
PARTIELLES DU PREMIER ORDRE 


Eléments fondamentaux d’un complexe de droites 


I. — Ou appelle complexe iiii svstème Je oc^ droites, c’est-à-dire 
nue làmille de droites dépendant île trois paramètres. 

Soit A un point de Tespace ; toutes les droites (D) du complexe qui 
passent par ce point sont au nombre de ocC et constituent le cône du 
complexe attaché au point A : nous l’appellerons le cône (K). 

Corrélativement : soit un plan (P), toutes les droites (D) du complexe 
situées dans ce plan sont au nombre de oc^, et enveloppent une courbe 
(C ) qui est la courbe du complexe associée à (P). La tang“eute en tout 
point de cette courbe est une droite du complexe. 

Plus ücénéralemeiit nous appellerons courbe du complexe une 




courbe (C) dont toutes les tangentes appartiennent au complexe. Con¬ 
sidérons sur une telle courbe un point A, et le cône du complexe (K) 
associé au point A. Ce cône est tangent à la courbe (G). Une courbe 
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du complexe est une courbe tantjente en chacun de -ics points au 
cône du complexe associé à ce point. 

Considérons un plan (P), et un point A de ce [>laii : cherchons les 
droites du complexe situées dans le plan ( P ) et passant par A. On peut 
les obtenir de deux manières : Considérons d’abord le cône dn com¬ 
plexe associé au point A ; les droites cherchées sont les génératrices 
de ce cône situées dans le plan (P). Considérons, d’autre part, la 
courbe du complexe associée au plan (Pj : les droites cherchées sont 
aussi les tangentes issues de A à cette courbe. Cela posé, clierchons 
dans le plan P le lieu des points A tels que deux des droites du com¬ 
plexe situées dans le plan (P) et passant par A soient confondues ; les 
points A correspondants sont, d’après ce qui précède, tels que le cône 
du complexe correspondant soit tangent au plan iP) ; et doivent aussi 
être sur la courbe du complexe. Les droites du complexe confondues 
coïncident avec la «‘énératrice de contact du cône du complexe, et 
avec la tangente à la courbe du complexe- Ainsi la courbe du complexe 
située dans un plan est le lieu des points de ce plan pour lesquels le 
cône du complexe est tangent au plan, et la génératrice de contact 
en an tel point est la tangente à la courbe. La courbe du complexe 
est ainsi définie par points et par tangentes. 

Considérons maintenant une droite (D) du complexe : prenons sur 
cette droite un point A, et considérons le cône (K) du complexe associé 
au point A ; soit (P) le plan tangent à ce cône le 
long de la génératrice (D). A chaque point A de 
la droite correspond ainsi un plan (P). Considé¬ 
rons aussi la courbe (C) du complexe située dans 
le plan (P), elle est tangente à la droite (D) préci¬ 
sément au point A, de sorte qu a chaque plan (P) 
passant par la droite correspond un point de 
cette droite. Il g a une correspondance homo- 
graphique entre les points et les plans cTune 
droite du complexe. 

Précisons la nature de cette homographie. Une 
droite quelconque est représentée par deux équa¬ 
tions de la forme : 

(1) X = al^J\ Y = bZ + g. 

Pour qu’elle appartienne à un complexe, il faut et il suffit qu’il 
existe une relation entre les paramètres a, b,J\ g ; soit : 

(2) ? (a, b, f, g) = O. 

Cherchons alors toutes les droites du complexe infiniment voisines 
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(le ia (lr«»il(* (i et iriiconH-aiil celle droite. L'iie telle droite est repré¬ 
sentée par les é«^nations : 

(:^>; X = {a -r (^a)Z -f •:/* -l- fi/)^ \ = (Ij db)Z + + dg). 

Kvjn'inunis (in elle rencontre la droite ( i). Les é([uatioiis : 

4 , VaIu -f ('//'= o, Zdb -r dg = o, 

doivent avoir une solution comninne en Z, ce ijiii donne la condition : 




da.dg — db.df = o. 


Le point d'intersection des deux droites infiniment voisines aura 
alors pour cote : 


(d; 


7 — 

du db 


Si nous suj)püsoiis connu le point M, les relations (4), dans les¬ 
quelles Z est conniu déterminent les rapports des dilférentielles. Et le 
plan qui passe par les deux droites infiniment voisines (i) et (3) s’ob¬ 
tient en multipliant les équations (3) respectivement par db et — da^ 
et ajoutant. Car cela donne, en tenant compte de (5), réquation d’un 
plan ([iiî passe par la droite (i) : 

17 J (X — oZ —f)db — (Y - ^Z — g)da = o. 

L’équation de ce plan ne dépend que du rapport^ . Nous en con¬ 
cluons que toutes les droites du complexe infiniment voisines de la 
droite (D) et rencontrant cette droite en un point IVI donné sont dans 
an même plan ; et inversement toutes les droites du complexe infini¬ 
ment voisines de la droite (D), et situées dans un même plan passant 
par (D), rencontrent cette droite au même point. Posons, pour 
abi‘éü;*er, 

l’équation (7) s’écrit : 

(q î X — aZ — f — a(Y — 6Z — g) = o. 

Montrons qu’il y a une relation homo^raphique enti'e / et Z. Il suffit, 
pour cela, de tirer t/^des équations (4) et de porter dans l’identité : 
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qui résulte de la différentialiou deré(|ualion du complexe (2 . Il vient : 



et la relation d'homographie est, d'après (8j, 



Considérons, eu particulier, le cône du complexe de sommet M ; la 
génératrice infiniment voisine est une droite du complexe, rencon¬ 
trant (D) en M : le plan de ces deux droites est le plan taiieent an 
cône du complexe, et nous retrouvons Thomographie précédemment 
définie. 

Soit encore une courbe du complexe quelconque, tangente à la 
droite (D) au point A. Considérons une tangente infiniment voisine de 
cette courbe ; k la limite cette tangente rencontre (D) au point A, et le 
plan de ces deux droites n'est autre que le plan osculateur à la courbe 
au point A; donc ce plan osculateur est associé au point A dans 
l’homographie précédente. Ainsi toutes les courbes du complexe^ fan^ 
gentes à une droite (D) en un même point A, ont même plan oscala- 
teiir en ce point : c’est le plan tangent au cône du complexe associé 
an point X. 

Considérons enfin une congruence de droites appartenant au com¬ 
plexe. Prenons dans cette congruence une droite (D), et sur cette 
droite un point focal A ; le point A appartient à une des nappes de la 
surface focale de la congruence. 11 appartient aussi à l’arôte de 
rebroussement d’une des développables de la congruence ; et cette 
arête de rebroussement, enveloppe de droites (D) appartenant au com¬ 
plexe, est une courbe du complexe. Son plan osculateur en A est le 
deuxième plan focal de la congruence ; d’après ce qui précède, toutes 
les congruences du complexe^ passant par la droite (D') et ayant an 
foyer en A, ont même second plan focal relatif à la droite (D); il y 
a correspondance homographique entre ce second plan focal et le 
point A. 


Surfaces du complexe 

2. — Cherchons si dans un complexe il y a des congruences ayant 
une surface focale double. Sur une telle surface les arêtes de 
rebroussement des développables sont des ligmes asymptotiques 
rCh. VI, § I D. 121. i 2 D. 1 331 ; or ce sont des courbes du complexe. 
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11 (Ji>ue de trouver des surfaces telles qu’une tamille de lig*aes 

asymptotiques >uit formée de courbes du complexe. Considérons une 
telle asvmptotique (Ci et un de ses points A. Le plan osculateur à la 
courbe iC) eu A est le plan tangent au cône (K) du complexe associé 
au point A, et ce plan osculateur est tanguent à la surface ( 4 >). Les sur¬ 
faces cherchées bont donc tangentes en chacun de leurs points au 
cône du complexe associé à ce point. Réciproquement^ soit (^) une 
telle surface ; coiisidéroas eu chacun de ses points la génératrice de 
contact (D) du cône du complexe avec le plan tangent. 11 existe sur la 
surface (‘P) une famille de courbes (G), tangentes en chacun de leurs 
points à celle de ces droites (Ü) qui est ainsi associée à ce point [Cf. 
Ch. Vl, p. I2t) . Ces courbes (G) sont des courbes du complexe ; leur 
plan osculateur est le plan tangent au cône du complexe le long de la 
droite (D) ; c’est donc le plan tangent à la surface ( 4 >), et les courbes 
iC) sont des asymptotiques de cette surface. 

De telles surfaces, tangentes eu chaque point au cône du complexe 
ayant ce point pour sommet, sont appelées surfaces du complexe. 

Considérons les équations d’une droite du comple.xe : 

(ij x — az+f, y=bz-^g; 

U, b,f (J y sont liés par l’équation : 

(.2) 'i{a,b,/,g)=o. 

Transportons Torigine au point (x, i/, s) et appelons X, Y, Z les 
nouvelles coordonnées. Alors X, Y, Z sont les coefficients de direction 
d’une droite qui passe au pointa?, s; et les coefficients angulaires 
de cette droite étant : 



l’équation du cône du complexe associé au point [x, q, z) est ; 

/ X y X Y \ 

Hz> = = 

OU, en rendant homogène, 

( 3 ) W{X, Y, Z, xZ — zX, yZ ~ zY) = o. 

Il en résulte que les courbes du complexe sont définies par l'équa¬ 
tion différentielle ^homogène en dx, dj, dz, 

( 4 ) dy, dz., xdz — zdx., ydz — zdg) = 0. 

Ou peut la considérer comme l’équation même du complexe puis- 
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qii'oii en déduit, en remplaçant dx^ dij. dz par X, Y, Z, Téquation 
g-énérale ( 3 ) des cônes du complexe ; et qu'on remonte ensuite à 
réquation (2) du complexe, en faisant 

X = rt, Y = Z;, Z = I, X — az y — (jz = <j. 

Introduisons maintenant l'équation lang*entielle du cône du com¬ 
plexe : 

( 5 ) X(^, y. r, U, V, \V) = O ; 
qui exprime, par définition, que le plau 

i:x + vv + wz == 0 

est tangent au cône ( 3 ). 

La condition pour qu’une surface z = y) soit tangente k ce 
cône en chacun de ses points, est que l’équation ( 5 ) soit vérifiée 

par G = V = “ = ^, W = — i ; les surfaces du complexe 

sont donc définies par Céq nation aux dérivées partielles : 

(6) ylx, y. Z, p. ÿ, — i) = o, 
qui est de la forme : 

(7) y, r,/^, r/) = o. 

Xous obtenons une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre, qui représente le complexe, au point de vue tangentiel ; puis¬ 
qu’on en déduit immédiatement l’équation tangentielle ( 5 ) du cône du 
complexe sous la forme : 

F f ~ W ’ “ w) ^ 

Inversement, toute équation aux dérivées partielles du premier 
ordre (7) exprime que le plan tangent à une surface intégrale est tan¬ 
gent au cône (8), associé au point de contact. Mais les génératrices de 
tous ces 00^ cônes remplissent en général tout l’espace, et ne forment 
un complexe qu’exceptionnellement. 

De même une équation de Monge quelconque, c’est-à-dire de la 
forme, homogène en c/x, dy^ dz, 

(9) dx, dijy dz) = O, 

ne définit qu’exceptionnellement les courbes d’un complexe, car elle 
n’est pas, en général, réductible à la forme (4)- 
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Sur certaines équations aux dérivées partielles 

— Pour f)ouvoir mieux préciber ces cas d'exception, rappelons 
(|uelques notions essentielles de la théorie géométrique des équations 
aux (lérivées partielles du premier ordre, c’est-à-dire de la forme : 

(ï) - P’ ^/) =0- 

Tu f^iemenf de contact intégral est un élément de contact dont les 
coordonnées (x, y, r, p,q) satisfont à Féquation donnée (i). 

Le cône élémentaire associé au point (j?, y, z) est l’enveloppe des 
éléments de contact intégraux' appartenant à ce point; son équation 
taiigentielle est, avec les notations précédentes, l’équation : 



Tout élément linéaire formé d’un point et d’une génératrice du 
cône élémentaire associé à ce point s’appelle un élément linéaire inté¬ 
grât Si t/.r, c/y, dz sont les coefficients de direction d’une telle géné¬ 
ratrice, l’éqnation qui caractérise les éléments linéaires intégraux 
s’obtient en cherchant l’équation ponctuelle du cône qui a pour équa¬ 
tion taiigentielle l’équation (2); et en y remplaçant les coordonnés 
X, Y, Z par dæ, dg, dz. Gela revient à éliminer p et q entre les équa¬ 
tions : 


t>F dF 

( 3 ) F[x, y, r, p. q) = o,dz — pdx — qdy = 0, ^ rfy —~ dx=o^ 

qui définissent l’élément linéaire suivant lequel le cône élémentaire de 
sommet (jî, y, z) touche l’élément de contact intégral (yc, y, r, /?, q). 
L’équation obtenue est une équation de Monge : 

(4) G(x*, y, r, rfj:*, rfy, dz) = o, 

qui est dite associée à l’équation aux dérivées partielles (i). 

Les courbes intégrales sont les courbes dont tous les éléments 
linéaires (points — tangentes) sont des éléments linéaires intégraux. 
Elles sont définies par l’équation ( 4 ). 

Inversement, toute équation de Monge ( 4 ) définit les courbes inté¬ 
grales d’une équation aux dérivées partielles, qu’on obtient en passant 
de l’équation ponctuelle : 


(0) 


Gte. U. z. X. Y. Z\ = n. 
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à réqiiatioii tans;-entielle ( 2 ) correspondante, c'est-à-dire en éliminant 
dx, dij, dz entre l’équation (4) et les équations : 


(fi) 




Zdx 


, î)G 


isdij 


qui définissent les coefficients/>, q du plan taiiG!‘entau cône fô) le lonj» 
de la génératrice : 


A 

d,T dtj dz * 

Si on fait intervenir le principe de dualité, on est conduit à consi¬ 
dérer, sur chaque élément de contact intégral, en plus de l’élément 
linéaire intégral, une autre direction. Soit, en effet, A et (P) le point 
et le plan qui constituent l’élément de contact intégral te, r, /), q) ; 
au cône élémentaire (K), de sommet A, enveloppe des plans qui for¬ 
ment avec A des éléments de contact intégraux, correspond par dua¬ 
lité, la courbe (F), lieu des points M (jui, associés au plan (P), donnent 
des éléments de contact intégraux ; à la génératrice de contact du cône 
élémentaire (K) et du plan (P), intersection de ce plan et du plan tan¬ 
gent à (K) infiniment voisin, correspond la tangente à (Fj en A, qui 
joint A au point infiniment voisin de (F). C'est la direction de cette 
tangente qui doit donc intervenir ; nous appellerons l’élément linéaire 
qu’elle définit avec A : Vélément linéaire caractéristique de l’élément 
de contact considéré. 

Cherchons cet élément caractéristique. Soit (8x, 5r) un dépla¬ 

cement infinitésinal du point A; s’il définit l’élément considéré, l’élé¬ 
ment de contact {x + te, ^ -h ûy, ir 4- or, /?, q) est un élément de 
contact intégral, ce qui s’exprime par les conditions : 


F(a; 4 “ te, y 4 - r + 05, />, q) = 0, Iz — phx — qoy = o* 

Dans la première, on doit négliger les infiniment petits d’ordre 
supérieur ; et comme, par hypothèse, Féquation (i) est vérifiée, il reste 
les équations : 

— Sa; -h — 4“ ” = 0^ oz = pBz 4* q^y, 

dæ :^y ^ d-z ^ ^ ^ 

qui donnent la direction cherchée. On peut les écrire : 

^~ ==p^^ + ySÿ. 

Nous sommes maintenant en mesure d’exprimer analytiquement 
aue Féauation aux dérivées partielles (i) définit les surfaces d’un 
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complexe. II résulte, en ellet, du | i, que, dans ce cas, la courbe (r), 
qui est alors la courbe du complexe située dans le plan (P), a pour 
tangente en A la génératrice de contact du cône (K) avec ce plan. Donc 
Télément linéaire intégral et l’élément linéaire caractéristique de l’élé¬ 
ment de contact "A, (P)^ sont alors confondus. D’après les formules (3) 
et (7), on a donc : 


(«) 


DF /DF , Dr \ , D 


?F\ 


^1 
dr/ \D// 



pour tout système de nombres fj?, y, r, />, c/) vérifiant l’équation ( 1 ). 
En d’autres termes, Féquation (8j est une conséquence de l’équa¬ 
tion (ï). 

Cette condition est suffisante, car elle entraîne la coïncidence, pour 
tout élément de contact intégral, de l'élément linéaire intégral et de 
l’élément linéaire caractéristique ; et nous allons montrer que cette 
coïncidence exige que les cônes élémentaires (K) soient les cônes d’un 
complexe de droites. 

Reprenons, en effet, l'équation ponctuelle (5) des cônes (K). Un 
élément de contact intégral quelconque est formé d’un point A (a?, y, .s^), 
et du pian (P), tangent au cône (5), le long d’une quelconque de ses 
génératrices : celle-ci est définie par ses coefficients de direction 
X, Y, Z ; et les six quantités a?, y, 5 ; X, Y\ Z vérifient l’équation (5), 

Un élément de contact intégral, infiniment voisin, est défini, de 
même, par les six quantités æ y + Sy, 5 + §5;X-1- ûX, 

Y + ôY, Z -f oZ ; et les six différentielles ùx, 85 ; 8 X, ôY, 8Z sont 
liées par oG = o, c’est-à-dire : 


/_\ I DG ^ DG > , DG dG ^r7 


Si la direction oa?, oy, 3ir est celle de l’élément linéaire caractéristi¬ 
que du pi'emier élément de contact, elle est parallèle au plan (P), ce 
qui donne : 


(lO) 


dG . 
dX*^ 


DG. 


DG . 


-oa;+-8ÿ+-âs = o; 


DZ 


et, de plus, la direction X oX, Y + 8Y, Z + 8Z de la nouvelle 
génératrice de contact est encore dans le plan (P), de sorte que 8X, 
8\ , 8Z est aussi une direction de ce plan. On a donc également : 
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Eli comparant à l’équation (9), on en conclut : 


(i>) 


oG -, , d-G ^ , 

— 055 -h — ôw 4 - 



O. 


Les équations (10) et (ii) définissent donc l’élément linéaire carac¬ 
téristique. Si on exprime, dès lors, que sa direction est précisément 
X, Y, Z, on déduit de (10) l’équation : 


Y ^G , Y 




O, 


qui n’est autre que ( 5 ), en vertu du théorème d’Euler sur les fonctions 
homogènes ; et on tire de (i i) la condition cherchée : 


(12) 


X^-t-Y?^ + Z^ = o. 
Oæ îy// 


Nous avons donc à exprimer que l’équation (12) est une conséquence 
de l’équation ( 5 ). Nous prendrons celle-ci, h cet effet, sous la forme 
résolue : 

et nous y ferons le changement de variable : 

, Y 

de sorte que I sera une fonction de w ^ ^ —^5, de 5, de ^ et de^ . 

Z( Ia ù 

L’équation ( 5 ) s’écrira ainsi : 

(i 3 ) O = G = œ — $ ir, 2 , avec u = ÿ — 1 - ; 


et la condition (12) deviendra : 


c’est-à-dire : 




Z &ck) Dr 



O, 


Dr 



Cette équation doit être une conséquence de (ï 3 ); mais, comme 
elle ne contient pas cela exige qu’elle soit une identité. On en con¬ 
clut donc, en intégrant. 


X 


X Y 



CffAPITRE IX 




L'équation cjrie^ (K) est donc : 


:r 



5 r\. 

Z ’ Z / ’ 


et, d après les calculs du § 2, c’est Féquation srénérale des cônes du 
coriiple\e : 

/= 

Nous pouvons donc conclure que 1 rs équations aux dérivées par¬ 
tielles dont les surfaces intégrales sont les surfaces d'an complexe 
sont caractérisées par la coïncidence de T élément linéaire intégral 
et de ïélément linéaire caractéristique de chacun de leurs éléments 
de contact intégraux. Ce sont les équations 


(i ) F(æ. ij, r, p, q) = o 

qui entraînent comme conséquence algébrique., réquafion 


l'8j 


(7y¥ , DF \ 
D/) \ D.'C Dr ) 




O. 


Les caractéristiques et les surfaces du complexe 


4. —L’intéifration des équations aux dérivées partielles du premier 
ordre : 

(1) 5, p, q) = o, 
et des équations de Mong*e 

(2) G{x, g, s, dx, dy, ds) = o , 

résulte des considérations suivantes : 

On appelle bande intégrale\\ia lieu d’éléments de contact, apparte¬ 
nant à une meme courbe I points — plans tang*ents), et qui sont tous 
des éléments de contact intég-raux. C’est donc un ensemble de 00^ élé¬ 
ments de contact, satisfaisant aux équations : 

( 3 '; F ôr, y, 5,/?, q) = 0, dz — pdx — qdy == 0. 


Si on prend une courbe quelconque, et si, par chacune de ses tan¬ 
gentes on mène un plan tang*ent au cône élémentaire 
associé au point de contact, on obtient une bande 
intégrale. Par une courbe quelconque passent donc, 
si l’équation ( 3 ) est algébrique en jo, q, un nombre 
limité de bandes intégrales. Ce nombre se réduit 
d’une unité dans le cas où la courbe est une courbe 
intégrale. 

Imaginons une surface intégrale (S). Toute courbe 
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tracée sur cette surface fournit une bande intég*rale, formée des élé¬ 
ments de contact communs à la courbe et k la surface. Parmi elles, 
nous allons chercher celles qui ont pour support des courbes intécrra- 
les. En chaque point A de la surface (S), le cône élémentaire i K) touche 
le plan taiii^ent (P) à la surface suivant Télément linéaire intégral de 
rélément de contact intégral [A, (P)] : il s'agit donc de trouver les 
courbes de (S), qui, en chacun de leurs points A, ont pour élément 
linéaire l'élément linéaire intégral ainsi défini. D'après les équations 
( 3 ) du paragraphe précédent, cela revient à intégrer Téquation diffé¬ 
rentielle : 


(4^ 


dx _ dy 


où on doit supposer 5, p. q remplacés, en fonction de .7* et //, au 
moyen de l’équation 


( 5 ) ' 5 = y) 


de la surface (S). Cette équation ( 4 ) est ainsi une équation différen¬ 
tielle ordinaire ; et, par chaque point de (Sj passe une courbe inté¬ 
grale, et, en général, une saule, située sur (S) : la surface fS) est donc 
engendrée par ces courbes (G). 

Considérons, maintenant, la bande intégrale circonscrite à la surface 
le long d’une de ces courbes (C). Les éléments satisfont déjà aux 
équations ( 3 j du paragraphe précédent, que nous écrirons, en intro¬ 
duisant une variable auxiliaire 9 , 


(6) F(j;, y, s, p, q)=o, dx = ^^d^, 

7>p 


Ils satisfont de plus aux équations ; 



(7) dp = rdx -f- sdy, dq= sdx -f idij^ 


où r, .f, i sont les dérivées secondes de la fonction ( 3 ). Or, cette fonc¬ 
tion satisfaisant identiquement à l’équation (i), on en déduit, par 
différentiation, 


i>F , dF , dF , aF 

-h P -h -h*"? — = 0 . 

^ Dr dp dq 


dF , dF , ^F , .dF 
dy ^ ^ de dp d(f 


Et, en tenant comptedes équations(6) et(7),ces équations donnent: 


(8) 
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H résulte de là que les éléments de contact de toute surface inté- 
(jrale se répartissent en x ^ bandes qui font partie des oo^ bandes 
définies par les équations ( 6 j et ( 8 ;. Ces oc 3 bandes s appellent les 
bandes caractéristiques de P équation aux dérivées partielles [i). 
Les courbes qui leur servent de support en sont les courbes caracté¬ 
ristiques, ou, simplement, les caractéristiques. 

Les bandes caractéristiques dépendent bien de trois constantes arbi¬ 
traires. En efVetj les équations différentielles : 


{(^) dæ=^—dh, 
?/) 


dy=—d^. 




"i dfi. 


se réduisent à quatre, si on élimine t/Ô. Elles entraînent, de plus, la 
combinaison : 


,10) 0 = dV=-dx^-dy+-ds+-dp+-dq-, 

et réciproquement, si cette combinaison £/F = o est vérifiée, ces équa¬ 
tions (g) se réduisent à trois. Si donc on tient compte de Féquation : 

( i ) F(a?, 5 ,/}, y) = 0, 

en en tirant, par exemple, y, et en portant dans les équations (g), il 
reste un système de trois équations différentielles du premier ordre en 
æ, y, 5 , /?, dont rinlég‘çale iqénérale dépend bien de trois constantes 
arbitraires. 

Supposons, au contraire, que nous intégrions le système (g), tel quel.’ 
Nous obtiendrons des fonctions de 6 . 


( Il) x= ;( 9 ; yo, «^0. y =='o (0 ;*^o, yo, /)o, yo), 

s — ^(6, Xq, yo, -S^oî 

(12) p = 73(9 ; ,ro, ÿo, ro, p^, yo), . y = ; x^, yo, 5 o, /)o, yo), 

qui, pour 9 = 0, par exemple, se réduiront respectivement aux valeurs 
initiales Xq, yo, 5 û, / 5 o, yo- Elles auront pour conséquence Féquation 
(ïo), c’est-à-dire : 

(ï 3 ) F{x, y, ir, p, y) = F{xq, yo, 5 o, po, yo) ; 

de sorte qu'elles définiront une bande caractéristique, pourvu que 
l’élément de contact initial (xo, y©, 5 o, po, yo) qui y figure soit un 
élément de contact intégral. 

Donc, par font élément de contact intégral passe une bande carao- 
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iérhtique et une seule. Et, par suite, une surface intégrale qui con¬ 
tient un élément de contact intégral contient toute la bande carac¬ 
téristique qui a cet élément pour élément initial. 

Nous sommes ainsi en mesure d’effectuer la construction de toutes 
les surfaces intégrales ; car, si on se donne, sur une surface intégrale 
quelconque, une bande intégrale quelconque, qui ne soit pas une 
bande caractéristique, cette surface est engendrée par les bandes 
caractéristiques qui ont, pour éléments initiaux, les divers éléments 
de cette bande. Gela résulte de ce qui précède. 

Réciproquement : les bandes caractéristiques qui ont, pour élé¬ 
ments initiaux, les éléments dune bande intégrale quelconque, 
engendrent une surface intégrale. 

Supposons, en effet, que nous remplacions, dans les équations (ii) 
et (la), les constantes j?û, /?o, <7o par les fonctions 

(1 4 ) x = y = ya{u), s = Sü{u), p = pju), (/=zqjii), 

qui définissent, au moyen du paramètre u, la bande intégrale donnée. 
A cause de l’identité (i 3 ), tous les éléments de contact obtenus sont 
intégraux; et les équations (ii) définissent, en fonction des paramè¬ 
tres 6 et U, une surface. Pour prouver que c’est bien la surface annon¬ 
cée, il suffit de vérifier qu’elle a, pour éléments de contact, les élé¬ 
ments (il) et (12) ; c’est-à-dire que, si on désigne par cf et 5 les diffé¬ 
rentiations relatives à 6 et u, respectivement, les fonctions ( ii), (12) 
de 6 et u satisfont aux deux identités : 

(1 5 ) D ^ (/r —pdx — qdy = o, A ^ Sr— phx—qog = o. 

En ce qui concerne la première, elle résulte des équations (9). La 
seconde est une conséquence de l’identité : 

dùi — 8 D = — dp.^æ — dqoij -f dx.èp -f dgùq. 

En tenant compte des équations (9), le second membre devient, en 
effet, 

ôF — ^ (8zr — p 6 x — q^y)d^ = oF — A ^ û? 6 . 


Les éléments (n), (12) étant tous intégraux, SF est nul. Il reste 
donc, puisque la première condition {i 5 ) est réalisée. 


(t6) 


d\ _^ A 

f/e ~ 2^5 


Il faut supposer que, dans le facteur 


DF 


Dr 


les variables sont rempla- 
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eéespjir les tbnctious (ti) et Ou a ainsi une équation en A, de la 
tbrnio : 


(17; 


«).A. 


Or A s’annule pour 0 = o, puisque les éléments initiaux ('i4j for¬ 
ment une Ijande d’éléments ; et une telle équation ( 17 ) n’admet pas de 
solution, autre que la solution A ^ o, qui s'annule pour G = o. Donc 
la seconde condition (i5) est bien vérifiée, quels que soient 9 et n. 

En résumé, par unr bande intégrale passe^ en général^ une sur¬ 
face intégrale et une seule. 

Les bandes intégrales qui font exception sont les bandes caracté¬ 
ristiques, Par une bande caractéristique passent une infinité de sur¬ 
faces intégrales^ qui se raccordent tout le long de la caractéristique 
servant de support à la bande. 

Si nous revenons maintenant au cas particulier où l’équation (i) 
est celle qui définit les surfaces d’un complexe, nous voyons, en com¬ 
parant l’analvse précédente avec celle du | 2 , que, les courbes intég’ra- 
les étant les courbes du complexe, les caractéristiques situées sur une 
surface intégrale constituent la famille de courbes du complexe 
qui sont les lignes asymptotiques de cette surface. La condition pour 
qu’il eu soit ainsi est que les équations ( 6 ) et ( 8 ) aient pour consé¬ 
quence : 

dpdæ + dqdy = o, 

c’est-à-dire que l’équation (i) ait elle-même pour conséquence : 





C’est l’équation (8) du | 3. Nous pouvons donc, d’après les résultats 
de ce I 3, conclure que les équations aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre pour lesquelles les caractéristiques sont des lignes asymp¬ 
totiques des surfaces intégrales, sont (si on excepte les équations 
linéaires), les équations dont les cônes élémentaires sont les cônes 
des complexes de droites. 

Remarque i, — Si l'équation (i) est linéaire en p, q, le cône élé¬ 
mentaire se réduit à une droite ; les courbes caractéristiques sont défi¬ 
nies, indépendamment des bandes caractéristiques, par les équations, 
en X, y, 5 , 
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Il ii’y a plus que sc- courbes caractéristiques, quoiqu'il y ait tou¬ 
jours 00^ bandes caractéristiques, dont chacune est déhnie par une 
caractéristique et une caractéristique infiniment voisine. 

Les surfaces intégrales sont celles qui sont engendrées par carac¬ 
téristiques. Les caractéristiques sont asymptotiques pour toutes les 
surfaces intégrales dans le cas où elles sont des droites, et dans ce cas 
seulement. 

Remarque 2. — Si le cône du complexe se réduit à mi plan, le 
complexe est appelé un complexe linéaire. Le cône n'a alors pas 
d’équation langentielle, et la théorie précédente ne s’applique plus. 

Le cas des complexes linéaires sera étudié dans le chapitre suivant. 


Propriétés géométriques des caractéristiques 

5 . — Nous écarterons, dans ce qui suit, les équations linéaires. 
Considérons un élément de contact (j?, 5, />, q) d’une bande carac¬ 

téristique ; et l’élément infiniment voisin ; T intersection des plans de 
ces deux éléments est définie par les deux équations : 

Z —5— piX — X] — qiy — y)=o, (X — x)c/p + (Y — (j)dq=^o. 

La seconde résulte, en effet, de la difiérentiation de la première, en 
tenant compte de : 


dz — pd.x — qdy = o. 

Si on compare aux équations (7) du | 3 , en tenant compte des équa¬ 
tions (8), § 4) dfis bandes caractéristiques, on voit que Vintersection 
du plan d'un élément de contact dune bande caractéristique avec 
celui de V élément infiniment voisin en est U élément linéaire caracté¬ 
ristique. De là le nom que nous avions donné à cet élément linéaii'e 
[Cf. Gh. VII, I 4 , p. 175]. 

Cette propriété suffit à déjinir les bandes caractéristiques, parmi 
celles qui ont une courbe intégrale comme support, sauf dans le cas 
où r équation aux dérivées partielles est celle des surfaces et un com¬ 
plexe de droites. Car des équations : 
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OU conclut, en jjürlaiil dams t/F = o. 


c*est-à-<lire = d'z, si on exclut le cas réservé. Les équations précé¬ 
dentes sont, dés lors, celles qui définissent les bandes caractéristiques 
de Téquatioii : 

(i; = 


On \oit que, dans tous les cas, l élément linéaire intégral et Télé- 
ment linéaire caractéristique d’un élément de contact (intégral) d’une 
surface iutég*rale ont, sur cette surface, des directions con juguées. Ces 
directions sont confondues dans le cas des surfaces d’un complexe, ce 
qui correspond bien au fait que les caractéristiques sont, alors, des 
asymptotiques des surfaces intégrales. 

Quant aux courbes caractéristiques d’une surface intégrale, leur 
propriété fondamentale est que, eu e.xcluaiit les solutions singulières, 
pour que caractéristiques engendrent une surface intégrale^ il 
faut et il suffi que chacune d'elles rencontre la caractéristique 
infiniment voisine. 

Les résultats obtenus, au pai‘agraphe précédent, sur la génération 
des surfaces intégrales par les caractéristiques (ii) peuvent, en effet, 
s^énoiicer ainsi: pour qu’une famille de oct courbes (ii) engendre 
une surface intégrale, il faut et il suffit que l’on prenne pour .Cq, ^oj 
-0’ P^'> ^0 fonctions d’un paramétre telles que l’on ait à la fois : 


( 2 ) 


"o, Pü» <7o) == O, 


(3) 050 — ôyo = O. 

La première doit être supposée réalisée, si les équations (ii) repré¬ 
sentent les 00® caractéristiques de l’équation (i). Nous allons voir que 
la seconde exprime que deux caractéristiques infiniment "voisines se 
rencontrent. 

Cherchons, eu effet, à exprimer qu’il en est ainsi. Continuons à 
désigner par rf et o les diff’érentiations relatives à 6 et à m. Nous 
devrons exprimer qu’il y a compatibilité entre les équations (i i) et les 
équations qu’on en déduit eu les differentiant, dans l’hypothèse où 
g, Z sont coustants ; ce sont : 


( 4 ) 


rf? 

rffl 


56+ a; = 0, 


55 *»+ «» = »■ 


f86 + 8Ç = ,. 
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Comme elles Jie coiilieaiieiit pas ,r, y, r, il suffit d'éliminer, entre 
ces équations, 0 et ÔÔ. Or, en remarquant que l'on a, identiquement, 


de 


dl 


dci 


M M 


O, 


011 conclut, des équations (4), la combinaison : 


(O) - TtJOÇ ^ 

Pour Ô = 0, celle-ci se réduit à ( 3 ), qui en est donc une conséquence. 
Et on a vu, au paragraphe précédent, que, si ( 3 ) a lieu, ( 5 ) est vérifiée, 
quel que soit 6. Donc, en excluant des solutions sing’ulièi'es possibles, 

oK 

dues à la présence du facteurdans la formule fondamentale (lO), 
^ Or 

nous concluons que la combinaison ( 5 ) des équations ( 4 ) est équiva¬ 
lente à l’équation ( 3 ), qui ne contient ni 6, ni ô6. Celle-ci résulte donc 
de l’élimination de 6 et de 39 entre les équations ( 4 ). Elle exprime 
donc bien la condition d’intersection de deux caractéristiques infini¬ 
ment voisines. 

Nous voyons de plus que cette équation de condition ( 3 ) est linéaire 
et homogène par rapport aux différentielles des constantes arbi¬ 
traires qui figurent dans les équations générales des caractéristiques. 
On peut supposer, sans altérer ce caractère, que les équations des 
caractéristiques soient mises sous la forme : 


(^6) P(æ, fi, y) = O, Q{x, y, i: ; a, S, y) = o ; 

car Xqj ÿoî '^0’ Po5 s’exprimeront en a, p, y moyen des équations ; 


P(a3o, i/a, i:» ; P, t) = o- 

^Xq 

DP 

DP 


Q(a;o, ÿo, -Eo : », v) = 0 , 


DO 

^l/o 

DO 

= 0 ; 

F(œo, yo, p„, ço) = 0 , 

Po 

r/o 

— I 



Sxo, 8^0, 05 ^ seront des formes linéaires homogènes en 8a, o^, ôy, 
dont les coefficients seront fonctions de a, y ; et la condition ( 3 ) 
deviendra une équation de Pfaff^n a, p, y : 


( 7 ) 


A(a, % y) 8 a -f B(a, P, y)Sp + G(a, |â, y) 8 y = o. 
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Intégrales complètes 


On retrouve ce résultat, et sa réciproque, par la coiisidératiou des 
intéi^ralescomplètes. Ou appelle uiiétjvale complète de l’équation (i) 
toute famille tle ac- surfaces iiitéc^rales : 

.8) H(j^. r; X, .S) = o. 


sous la réserve que tout élément de contact intégTal appartienne à 
Tune des surfaces de la famille. Le mode de génération des surfaces 
intéiî^’rales, obtenu précédemment, prouve l’existeiice d’une infinité 
d’intégrales complètes, pour toute équation (i) non linéaire. 

Soit (Sj une surface intégrale quelconque, non comprise dans l’inté¬ 
grale complète ( 8 ) ; et une bande intégrale de cette surface. Chaque 
élément de contact (E) de cette bande appartient à une des surfaces ( 8 ) 
et à une seule. On définit ainsi oc^ surfaces ( 8 ), dont chacune a en 
commun avec (S) une bande caractéristique, celle qui est définie par 
rélément initial (E) ; car cette bande caractéristique est toute entière 
sur fS'), et sur la surface ( 8 ) considérée. Donc toute surface intégrale 
est l'enveloppe de surfaces, faisant partie de Vintégrale complète. 

Réciproquement, toute enveloppe de oo* surfaces ( 8 ) a pour éléments 
de contact des éléments de ces surfaces, c’est-à-dire des éléments de 
contact intégraux. C’est donc une surface intégrale. 

De plus, puisqu'on obtient ainsi toutes les surfaces intégrales, les 
caractéristiques sont les courbes dintersection des diverses surfaces 
de Vintégrale complète, avec une surface infiniment voisine quelcon¬ 
que. 

Une surface intégrale quelconque est donc définie par deux équa¬ 
tions de la forme : 


((»} ÿ, r: », ^)=o, o = 5 H 8» + ^S,&, 

Dk tip 


oiï X et ^ sont liés par une relation arbitraire, ^ 

Et les caractéristiques situées sur cette surface sont définies par les 
mêmes équations, pour les diverses valeurs de a. 

L’ensemble des caractéristiques est représenté par les équations : 


(lo) H(x, y, 5 = O, ^ + y ^ = o, 

avec les trois constantes arbitraires x, j 3 , y. 

La condition d’intersection d’une caractéristique (lo) et d’une carac- 
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téristique infiaiment voisine s’obtient en éliminant z entre les 

équations (lo) et les équations : 



ce qui donne : 

(11) ojS — Y3az=o. 

C’est bien une équation de Pfaff ; et elle exprime que : 

|S = ç(a), Y = <p'(a). 

On retrouve donc la condition que doivent remplir a, y pour que 
les caractéristiques (lo) soient celles qui eng-endrent une surface inté¬ 
grale. 

Les résultats précédents sont donc bien, ainsi, démontrés de nou¬ 
veau. 

Etudions, de plus, la réciproque. Remarquons d’abord que toute 
équation de Pfaff. 

(12) A8a + -}- G 3 y= o, 

peut, par un changement de variables, se ramener à la forme inté¬ 
grable 8a = O, ou à la forme (i i), 8^ — y8a= o. 

Posons, en effet, dans (12), 

(1 3 ) ? = y;’^ o). 

a^j étant une constante arbitraire; et 'i; étant arbitrairement choisi. 
Nous obtiendrons une équation différentielle en a et y, dont l’intégrale 
générale sera de la forme : 

(14) = 7.(*'T ; 

Po désignant une nouvelle constante arbitraire. Nous déterminons 
ainsi, par les équations (i 3 ), (i4), oc® courbes intégrales de l’équation 
de Pfaô‘. 

Gela posé, faisons, dans (i2j, le changement de variables, défini par 
les formules (i3) et (i4)î en y considérant ao, comme des variables 
nouvelles, et en tirant a et p. On peut toujours supposer, la fonc¬ 
tion ^ étant arbitraire, que cette résolution est possible. Il viendra une 
équation de Pfaff en ag, y, qui, devant être vérifiée pour des valeurs 
constantes quelconques de et c’est-à-dire, pour 8aj = 8 ^q = o, 
se réduira à la forme ; 


ou : 


AjSao + = O, 
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Si alors» ue ijépeuJ pas Je v» il reste uue équation du premier 
ordre eu et seuls, qui s écrit ox^ ==; o, si sou iutég'rale générale 
est : 

(15) X, = M(x„ âo)^N(a, V) (a, =const.). 

Si, au contraire, la fonction Vo dépend de 7, on la prendra comme 
nouvelle variable, à la place de-;, et l’équation de Pfaff sera ramenée 
à la forme : 

(16) '>-y-“Vo^^ü = 0. 

Dans ce cas, la solution générale de (12) est : 

r'ü ^ ?(^o)» 7o ^ ? (^ 0 ) J 

il n'y a donc pas de surface satisfaisant à l’équation. 

Au contraire, dans le cas précédent, l’équation (12) équivaut à : 

>’(x, p, y) COnst,, 

qui définit une famille de surfaces, satisfaisant à l’équation, ainsi que 
toute courbe tracée sur une Je ces surfaces. On dit que, dans ce cas, 
l’équation de Pfaff est intégrable. 

Cela posé, supposons un complexe de courbes ( 6 ), tel que la condi¬ 
tion d’intersection de deii.v courbes infiniment voisines soit de la 
forme de Pfaff (7 H supposons cette équation non intégrable. On 
pourra supposer qu’on a fait un changement préliminaire de para¬ 
mètres, tel que cette relation soit réduite à la forme canonique (i t) : 

(u) ùp — CO¬ 

NÇUS pouvons, de plus, supposer les équations du complexe de 
courbes résolues sous la forme : 


(j7) 5 K(u:, g ; a, P), Y — L(^» !/ ; W î 

sans quoi, en tirant r de l’une des équations ( 5 ) et portant dans 
l’autre, il resterait une relation indépendante des coordonnées y, 5. 

Exprimons que la courbe (17) rencontre la courbe infiniment voi¬ 
sine ; il faut éliminer J? et ^ entre : 


= |s=.+*Sf = o, S., = |5.+|8p. 

Pour que cela reproduise l’équation (11), il faut et il suffit que l’on 
ait, identiquement : 


dK , dK 

cV 4 ^ dp 
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de sorte que les équations (17) s'écrivent : 


(18) s = K(x,i/; g + 

Pour prouver qu’elles représentent une iamille de caractéristiques, 
il suffit, dès lors, de prouver qu’il existe une équation aux dérivées 
partielles, et une seule, ayant pour intégrale complète : 

(ï 9 ) - = ^); 

puisque les équations (10) deviennent les équations (18), si ou y rem¬ 
place H par {s — K). 

Or les fonctions (19) de et y satisfont aux équations : 


(2û) 



? 




et entre (19) et (20) on peut éliminer z et , 3 , ce qui donne bien une 
équation de la forme (i) : 


4 


(I) 


F(a:, y, z,p, q) = o. 


Il faut, toutefois, vérifier que cette élimination ne peut 

î)lx dK 

qu’une équation, c’est-à-dire que K, — , —, considérés comme ft 

tions de a, S, ne sont liés que par une seule relation ► S’il en était 
autrement, les déterminants fonctionnels : 



D'^K. c>K. D^K. oK. 3lv 

ïp toDp d 6 " îsyl^P 

seraient identiquement nuis tous deux. On aurait donc des identités 
simultanées : 


. î>a ’ 7>x*ycc ùyt>x ^y*^p 

En difiFérentiant la première en æ et y ^ et comparant aux deux 
dL dL 

autres, on conclut — = — = 0* Mais, alors, la seconde équation (18), 
7sæ "^sy 

qui est L = y, ne contiendrait pas x et y^ ce qui est impossible. 

Nous concluons donc que pour qiiun complexe de courbes soit 
formé des oo^ caractéristiques d'une même équation aux dérivées 
partielles du premier ordre^ il faut et il suffi que la condition d'in¬ 
tersection de deux courbes du complexe^ infiniment voisines^ s'ex¬ 
prime par une équation de Pfdff^ aon intégrable^ entre les trois para¬ 
mètres dont dépendent ces courbes. 
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Détermination des courbes intégrales 


6. — Il nous reste à montrer comment rinté^ration de l’équation de 
Monge : 

(2) G{x, y, Z, dx, dij, dz) = 0, 

associée, comme on l’a vu au | 3 , à l’équation aux dérivées partielles : 
(i) Fiœ,y,z,p,ç) — o. 

c’est-à-diie la détermination des courbes intégrales de cette équation, 
résulte des considérations précédentes. 

Or toute courbe intégrale j]est l’enveloppe des caractéristiques 
définies par les éléments de contact initiaux qu’on obtient en associant 
à chaque point M de la courbe intégrale le plan tangent mené au cône 
élémentaire (K), de sommet M, par la génératrice de ce cône qui est 
tangente en M à la courbe. Et ces caractéristiques, ayant une enve¬ 
loppe, engendrent une surface intégrale, puisque chacune d’elles ren¬ 
contre la caractéristique infiniment voisine. 

Réciproquement, toute famille de caractéristiques engendrant une 
surface intégrale, a, puisque chacune d’elles rencontre la caractéristique 
infiniment voisine, une enveloppe; et cette courbe enveloppe est une 
courbe intégrale, puisque tout élément linéaire d’une caractéristique 
est un élément linéaire intégral. 

On obtient donc toutes les courbes intégrales en cherchant la sur¬ 
face intégrale lapins générale^ et^ sur celle-ci 1 *enveloppe des carac¬ 
téristiques qui rengendrent. 

Le résultat se présente sous une forme explicite, si on se donne une 
intégrale complète : 

( 3 ) H(æ', ÿ, s; a, =0. 

Une surface intégrale quelconque est définie parles caractéristiques : 

(4) H = û, g+o'(a)^=:0 (?=?(a)); 

et l'enveloppe de ces caractéristiques est définie par les trois équa¬ 
tions : 


( 5 ) H = O, 


aH , ,, .5H 

+ ç(a)-=o, 


Da 






ou P doit être remplacé par la fonction arbitraire 9(3^). 
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Rernarqae, — Sur une surface intégrale, il y a donc une seule 
courbe intégrale qui n’est pas une caractéristique ; et c’est l’enveloppe 
des caractéristiques Les surfaces intégrales d’une même équation aux 
dérivées partielles ont donc une analogie remarquable avec les sur¬ 
faces développables : les caractéristiques jouent le rôle des généra¬ 
trices ; et la courbe intégrale non caractéristique joue le rôle d’arête de 
rebroussement. Cette analogie devient une identité dans le cas parti¬ 
culier qui fait l’objet du paragraphe suivant. 


Complexes spéciaux 


7. — Nous dirons qu’un complexe est spécial quand l’homographie 
qui existe entre les points et les plans d’une droite du complexe est spé¬ 
ciale. A un élément d’un système correspond toujours le même 
élément dans le système associé, sauf pour un seul élément du 
premier système, dont le correspondant est indéterminé. L’équation 
de l’homographie relative au complexe : 

(i) ?(«. b, /,ff) = o 

étant [I I, équ. (10)] : 





+ »|._Z^=o, 

7>b 7yq ’ 


la condition pour que cette homographie soit spéciale est : 


/^\ ^ ^ ^.^ = 0. 

^ Tya ' d-q ’ 7 >f 

Le complexe (i) sera donc spécial si cette équation (2) est une consé¬ 
quence de l’équation (i). 

Le complexe des droites tangentes à une surface donne un exem¬ 
ple de complexe spécial. Considérons, en effet, une congruence de ce 
complexe ; les développables de la congruence sont circonscrites à la 
surface, l’un des plans focaux est donc indépendant de la congruence 
que l’on considère. Même résultat si on considère le complexe des 
droites rencontrant une courbe donnée. On obtient donc ainsi des 
complexes spéciaux. Nous allons montrer qu’il n’y en a pas d’autres. 

Prenons, en effet, l’équation d’un complexe sous la forme : 

? = ÿ —*F(a. b,f) = o'; 
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la condition (3) s’écrira : 


( 3 ) 


:>w , 

DÔ" ^ 


Cette relation ne contient plus g; elle doit donc être une identité par 
rapport à a, è, /- 

Considérons alors une droite (D) du complexe, et les droites infini¬ 
ment voisines qui la rencontrent ; nous avons obtenu la condition 
d’intersection [1 i, équ, ( 5 j] ; qui s'écrit ici : 

da,dW — dhAf = 0, 

ou : 

rfè.rf/- (g rfa + g ^ rf/) = O. 


Remplaçons 


Za 


par sa valeur tirée de ( 3 ), il vient : 


zb ' 


— — ~da,db — ^da,df + db.df — 0, 

Zj Zo Zf 


ou ; 

( 4 ) i^^da —df) (^^da —db^ = o. 

Supposons, par exemple, que ce soit le premier facteur qui s’annule. 
Le point de rencontre de la droite (D) avec les droites infiniment 
voisines correspondantes est donné i"! i, équ. ( 6 )], par : 


( 5 ) 


da zh ’ 


de sorte que toutes les droites, considérées coupent (D) au même 
point F : 

( 6 ) x — az-k^f, y = bz-^^\ 5 = — ^. 

Dîfférentions ces formules : 


dx <îdz -f- zda + dj\ dg = bds + sdb + ûf'F, 
d’où, en remplaçant r par sa valeur : 


dx — adz — ~^da + df, dy — bdz-=^da+ ^^dj. 
On en conclut, en éliminant df et tenant compte de la relation (3) : 

(7) —~ — t>dz = O. 
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Les différeutielles dx^ dy, dz sont donc liées par une relation linéaire 
et homogène ; les fonctions y, z sont, par suite, liées au moins par 
une relation. 

S’il n’y a qu’une relation, le lieu des points F est une surface, et 
l’équation (7), qui définit les déplacements infiniment petits tangents, 
montre que la droite (D) est tangente à cette surface. S’il y a deux 
relations, le lieu des points F est une courbe et toute droite (D) ren¬ 
contre cette courbe, puisque chaque point F est sur une des droi¬ 
tes (D). Les deux seuls cas possibles, pour les complexes spéciaux, 
sont donc bien les cas indiqués. 

Remarque /. — Dans l’équation ( 4 ) nous avons, jusqu’à présent, 
considéré le seul facteur da — ‘^ï^r^ulant l’autre facteur : 

db _ 

da ÿ ’ 

nous aurions alors des droites du complexe qui, d’après l’équa¬ 
tion (7) du I î, seraient toutes situées dans un même plan avec (D). 
Ce plan 

(X-aZ-/)-^-(Y-èZ-.i) = o 

serait le plan singulier de l’homographie ; et, d’après l’équation (7), 
il est tangent au lieu des points F. On voit ainsi qu’en prenant l’un ou 
l’autre des facteurs, on définit le môme lieu par points et par plans 
tangents. 

Remarque 2. — Si l’équation du complexe ne contient ni f ni 
c’est une relation entre les coefficients de direction de la droite (D); 
on a le complexe des droites rencontrant une môme courbe à l’infini. 

Remarque 3 . — Le calcul précédent peut s’interpréter dans le cas 
d’un complexe quelconque. L’équation (2), qui n’est plus alors consé¬ 
quence de l’équation du complexe, jointe à cette équation du complexe, 
définit la congruence des droites du complexe sur lesquelles l’homo¬ 
graphie est spéciale. Ce sont les droites singulières du complexe. 
Alors toutes les surfaces réglées da complexe passant par une droite 
singulière ont même plan tangent au point F de cette droite défini 
précédemment^ ce plan tangent étant parallèle au plan : 

— -^(a; — «£) + ÿ — 65 = O. 

Si le lieu des points singuliers est une surface, l’équation (7) montre 
que cette surface est aussi l’enveloppe des plans singuliers, et les 
droites singulières lui sont tangentes. La surface des singularités est 
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une des nappes de la surface focale de la congruence des droites 
singulières; les points et les plans singuliers sont des éléments 
focaux de cette congruence^ non associés entre eux. Si le heu des 
points singuliers est une courbe, les plans singuliers sont^ 
d’après (7), tangents à cette courbe, qui est une courbe focale de la 
congruence des droites singulières. 

Remarque 4 - — Considérons en particulier le cas des complexes du 
second degré. En un point quelconque, le plan associé est tangent au 
cône du complexe; il est unique et bien déterminé. 11 ne peut j avoir 
indétermination que si le cône du complexe associé à ce point se 
décompose. La surface des singularités est donc le lieu des points 
oii le cane du complexe se décompose ; cest aussi l'enveloppe des 
plans pour lesquels la courbe du complexe se décompose, comme on 
le verrait par un raisonnement analogue, en se plaçant au point de vue 
corrélatif. 


Surfaces et courbes des complexes spéciaux 

Revenons aux complexes spéciaux : considérons d’abord le cas 
du complexe des tangentes à une surface (<î>). Les cônes du complexe 
sont les cônes circonscrits à cette surface. Les plans tangents à (<ï>) 
constituent une intégrale complète. Une surface intégrale quelconque 
est donc l’enveloppe de oc^ plans tangents à (<^), c’est-à-dire une déve¬ 
loppable quelconque circonscrite à (<^). Les caractéristiques, qui sont 
en général les courbes de contact de la surface intégrale avec les sur¬ 
faces faisant partie de l’intégrale complète, qu’elle enveloppe, sont les 
génératrices rectilignes de ces développables, c’est-à-dire les droites 
du complexe. Enfin on obtiendra les courbes intégrales en prenant l’en¬ 
veloppe des caractéristiques sur les surfaces intégrales ; ce sont donc les 
arêtes de rebroussement des développables circonscrites à(<l>) qui sont 
les courbes du complexe. 

Considérons maintenant le complexe des droites rencontrant une 
courbe ; on voit de même que les surfaces du complexe sont les déve¬ 
loppables passant par la courbe, les caractéristiques sont les droites 
du complexe et les courbes du complexe sont les arêtes de rebrousse¬ 
ment. 

Ainsi, dans les complexes spéciaux, Véquation aux dérivées par¬ 
tielles du premier ordre dont dépend la recherche des surfaces du 
complexe a pour caractéristiques les droites du complexe. Récipro¬ 
quement, toute équation aux dérivées partielles du premier ordre 
dont les caractéristiques sont des droites est associée à un complexe 
snécial. 
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Soit en effet l’équation aux dérivées partielles : 


F(a;, y, s, p, fj) — o, 

dont les caractéristiques sont des droites. On obtient les surfaces inté¬ 
grales en prenant une courbe intégrale et en menant les caractéristi¬ 
ques tangentes : donc les surfaces intégrales sont des développables, 
et le plan tangent est le même le long de chaque caractéristique, 
c’est-à-dire que dp = o, dq = o doivent être conséquences des équa¬ 
tions des caractéristiques. Cela revient à dire que F = o doit entraîner 
comme conséquence les équations : 


&F , :yF 

-{“ P -=: O- 


T~ ^ 


Supposons alors que z figure dans l’équation aux dérivées partielles et 
posons : 

F = xr — 8(a;, y, p, q) ; 


les conditions précédentes s’écriront 
-p == o, 

d’où il résulte que ô est de la forme 

^ = px -k- qy + {p, q), 

et l’équation aux dérivées partielles est 

z—px--qy = W{p,q), 

Le plan tangent à une quelconque des surfaces intégrales est donc 
pX-hyY —Z + ^F(p, y) = o. 

L’ensemble de tous ces plans a donc une enveloppe, surface ou 
courbe. Le cône élémentaire associé à un point quelconque est le cône 
circonscrit à cette surface ou à cette courbe, et l’équation aux dérivées 
partielles est bien associée à un complexe spécial. 

Remarque, — Nous avons supposé que z figurait dans l’équation 
aux dérivées partielles; s’il n’en est pas ainsi, cette équation, comme 
on le prévoit en changeant le rôle des coordonnées, ne doit contenir ni 
a;, ni y. Car si on pouvait l’écrire, par exemple, 

F ^ æ — e (p, p, gr) = 0, 



aF 


la condition 


aF 
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ne serait pas vérifiée. Donc réquation aux dérivées partielles prend 
alors la forme 

^ (/>» = O’ 

qui donne le complexe des droites rencontrant une courbe à l’infini. 
Considérons, par exemple^ l’équation 

I + /?“ + = O 

elle définit le complexe des droites isotropes; les courbes du complexe 
sont les courbes minima, et on les obtient sans intégration comme 
arêtes de rebroussement des développables isotropes. C’est bien ainsi 
que nous avons déterminé les courbes minima au ch. III, | 4 . 


Surfaces normales aux droites du complexe 

8 . — Proposons-nous maintenant de chercher les dont les 

normales appartiennent aa complexe defini par l’équation 

(1) = 

Une normale à une surface du complexe est définie par les équations 

P q 

ou 

X = — joZ -h a; -h /)5, i: = — qZ y + qz; 

de sorte que les surfaces cherchées sont définies par l’équation aux 
dérivées partielles 

(2) ç jî -f pz, y + qz) = O. 

Si une surface répond à la question, toutes les surfaces parallèles 
répondent aussi à la question. 

Si le complexe est spécial, le problème revient à la recherche d’une 
congruence de normales, connaissant une des multiplicités focales. Si 
la multiplicité focale est une courbe (îp), les surfaces cherchées sont les 
enveloppes de sphères ayant leurs centres sur (cp), d’après ce que nous 
avons vu au Ghap. VII, | 2, p. i 65 . Ces sphères constituent, du reste, 
une intégrale complète évidente de l’équation du problème. 

Si la multiplicité focale est une surface (<ï>), le problème revient à la 
détermination des lignes géodésiques de cette surface [Ch. VII, | 2, 

p. i64j. 
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Dans le cas d’un complexe quelconque, nous allons chercher les 
cong‘ruences de normales appartenant au complexe : on obtiendra 
ensuite les surfaces au moyen d’une quadrature. Pour que oc" droites 

— — Q 

a h I 

soient les normales d’une même surface, il faut et il suffît, en posant 

a = ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

\ja^ 4 - + I ' v'û* 4 - 62 -j- I * V ^ 

que ^df 4- ^dg soit une différentielle totale exacte [Ch. VII, 1 1. p* i62j. 
Or l’équation du complexe, résolue par rapport à s’écrit 

( 3 ) ? = 

et y.df 4“ (a,/*, g) dg doit être une différentielle totale par rapport à 
deux variables indépendantes. Déterminons % par exemple en fonction 
de f, g^ ce qui donne la condition 

IL) ?î=«'.îîi + ‘3. 

Cherchons une solution de la forme 




En dift'érentiant par rapport à f, g^ on obtient 


D0 r^a _ 


î >9 :>a :vô 


et la condition (4) devient 

C’est une équation linéaire aux dérivées partielles, dont rintég*ration 
se ramène au système d’équations différentielles ordinaires 


dg = 


dL_ 


TSa. 


(fa 

V 


qui détermine les caractéristiques. 

Ayant ainsi calculé a en fonction de / et on en déduit p par 
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leq nation ( 3 ), et on a v = V'i — On effectuera la quadra^ 

de différentielle totale 

u = ^foidf+ ^'dg. 

et les surfaces cherchées seront définies [Ch, VII, | i, p. 162] pai 
formules : 

.r=/-l-aK, ijz=ig-\-^u, 3 = va. 

Remarque. — Les développées des surfaces cherchées sont 
surfaces pour lesquelles oo* géodésiques sont des courbes du c 
pleœe. Ce sont les surfaces focales des congruences considérées. 
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Généralités sur les complexes algébriques 


I. — Soit une droite 

(i) x = az+f, y — bz-\-g\ 

un complexe algébrique sera défini par une relation algébrique entre 
a, b,f, g- 

? (a, b,f, g) = o. 

Si on considère les droites du complexe passant par un point A, et 
situées dans un plan (P) passant par ce point, ce sont les génératrices 
d’intersection du plan (P) avec le cône du complexe associé au point A, 
ou bien les tangentes issues de A à la courbe du complexe située dans 
le plan (P) [ch. IX, | i] ; si le complexe est algébrique, le cône et la 
courbe sont algébriques, et on voit que Vordre du cône du complexe 
est égal à la classe de la courbe plane du complexe; leur valeur 
commune s’appelle le degré du complexe^ c’est le nombre de droites du 
complexe situées dans un plan et passant par un point de ce plan. 

Si ce nombre est égal à i, le complexe est appelé complexe 
linéaire ; le cône du complexe associé au point A est un plan qu’on 
appelle plan focal ou plan polaire du point A. La courbe du com¬ 
plexe située dans un plan (P) se réduit à un point, qu’on appelle foyer 
ou pôle du plan (P); si le plan (P) est le plan polaire du point A, le 
point A est le pôle du plan (P). Il y a réciprocité entre un pôle et son 
plan polaire^ au point de vue du principe de dualité ; les transforma¬ 
tions dualistiques n’altèrent pas le degré d’un complexe algébrique 
quelconque. 
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Coordonnées homogènes 


2 . — Pour l’étude des complexes algébriques, il y a avantage à 
remplacer a, b,f, g par les coordonnées homogènes de droites. 

Coordonnées de Plucker. — Considérons les équations d’une droite 
en coordonnées cartésiennes 

, \ — g — h 

a b ’ 


équations qui contiennent comme cas particulier les équations (i). 
Nous prendrons pour coordonnées pluckériennes de la droite les six 
quantités 

( 3 ) b, c, pz^gc^-hb, qz=zha—fc, r^fb — ga. 


Ces coordonnées sont, comme on le voit immédiatement, liées par la 
relation homogène 

(4) pa + qb + rc = o. 

Ces six paramètres, qui ne sont définis qu’à un même facteur près, et 
qui sont liés par une relation homogène, se réduisent à quatre en 
réalité \ b^c sont les projections sur les axes d’un certain vecteur 
porté par la droite \ p^q^r sont les moments de ce vecteur par rapport 
aux axes (en coordonnées rectangulaires). On peut aussi les définir 
comme les coefficients des équations des trois projections de la droite 
sur les trois plans coordonnés, supposées mises sous la forme : 

(5) cY—èZ — /> = 0 , aZ—cX — q = o, bX — aY — r=o, 


Voyons ce que devient l’équation du complexe. De ( 2 ) ou tire 


et l’équation 
devient 



9 («; (/) = O 


9 


/a b 
’ c ‘ 



Cette équation rendue homogène prend la forme 


à, c,p, q)~o 


on peut y introduire r en vertu de l’équation (4), et on obtient finale- 
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ment, pour définir le complexe, en coordonnées pluckériennes, une 
équation homogène de degré égal au degré du complexe, 

(6) xia, b, c, P, ç, r) = Q. 

Réciproquement^ toute équation de la forme précédente peut, à cause 
de l’homogénéité, en faisant, dans les formules ( 3 j, c = i, A = o, 
être ramenée à la forme primitive de l’équation d’un complexe : 

(7) /. (^> . âf- —fj'b — ga) = O- 

Cherchons le cône du complexe de sommet (j:.*, y, z). Désignons par 

X, Y, Z les coordonnées courantes : il résulte de la définition des 

coordonnées pluckériennes que 

^ a=;:X — vC, b~X — y, c = Z — 

^ P = cY — 6Z, q= aZ — cX, r= bX — aY. 

L’équation du cône du complexe s’obtiendra en remplaçant «, b, t\ /?, 
y, r par les valeurs précédentes dans l’équation du complexe. C’est 
donc : 

x(X—iT, Y—ÿ, Z —r, tfZ — sY, sX — xZ, j^Y—ÿX) = o. 

Si on transporte l’origine des coordonnées, par translation, au 
sommet du cône, cette équation est, simplement, 

X (X, Y, Z, yZ ~ sY, sX — xZ, xY — yX) = o. 

Si on cherche une courbe du complexe^ 011 prendra 

a = dx^ b — dy, c = dz^ 

I P ;= ydz — zdy, q — zdx — xdz^ r = xdy — ydx^ 

d’où l’équation différentielle des courbes du complexe 

X [dx, dy, dz^ ydz — zdy^ zdx — xdz, xdy — ydx) = o. 

Laxondition pour qu’un complexe soit spécial est [Ch. IX, | 7] 

D-y ?© <)■© _ 

elle devient ici 

(S) Il ^ 

^ :>a T^p ~ Zq Î>c 

En effet, en prenant l’équation du complexe sous la forme (7), et 
tenant compte des formules correspondantes : 

- c = i', p=g, ?=—/• ''===/b — ga. 
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elle s’écrit : 


^ 4 - la — -T ^ — 

:sa Djd ‘ Dr \ Da Dh ' ^ Dp 

Et il suffit de tenir compte de Téquation 


‘ê + iS + P&+?^+'’g) = <>' 


»g+‘g+'g+'’l+ 4 +'--=”’ 


Dr 


déduite de (6) au moyen de l’identité d’Euler sur les fonctions homo¬ 
gènes, pour obtenir l’équation (8), où, à cause de son homog-énéité, on 
pourra redonner à c une valeur arbitraire, les autres coordonnées 
reprenant les valeurs qui correspondent à cette valeur de c. 

Dans le cas d’un complexe algébrique quelconque, l’équation (8), 
jointe à celle du complexe, définit la congruence des droites singu- 
Hères. 

Reprenons l’homographie entre droites et plans d’une droite du 

complexe; les coefficients de cette homographie sont ^ ^ ^ ? 

et par suite, en coordonnées homogènes, ce sont des combinaisons 

linéaires et homogènes des dérivées^ ~ . Considérons la droite 
® Da ^ Dr 

du complexe bo, Cq, po, ^o)* 

L’équation 


la 




-P ^ = O 


définit un complexe linéaire contenant la droite considérée ; et, sur 
cette droite, l’homographie pour ce complexe linéaire est précisément 
la même que pour le complexe primitif. Ce complexe linéaire est dit 
tangent au complexe donné. 

Remarque. — Si nous définissons la droite par deux points (a;, y, z) 
et (x\ y\ s') nous voyons que 


( a — X, b — g' — y, c = z' — 5, 

( P = yz' — zy\ q = zx' — xz\ r = xy^ — yx^\ 

d'où comme ci-dessus, l’équation du cône du complexe 

(9) — y' — y^ — Z, ÿz' — si/', zcc’ — xs’, 

^y' — yx') = o; 


Corrélativement, définissons la droite par deux plans («, v, w, s) 
(«', n', w', s'). On trouve, en déduisant des équations de ces plans, 

«iV .*V 1_ j.tV « « _ /N ,4V 1 ,.rv I ,.4»y I 4_ 
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celles des projections de la droite, et en ramenant ces tlerniêres à la 
forme ( 5 ) ; 

c a = Dio' — uw\ b — lOft' — uw\ c = uo' — vn\ 

( P = .s’«' — iis\ ([ = w' — os\ r = — ivs. 

On obtient alors l’équation tan^'entielle d’une courbe plane du com¬ 
plexe 

(^lo) yXoïo — ioo\ wu! — iiw\ nv — im\ su — sü — us\ 

sm^ — fvs') = O, 

et 011 voit bien ainsi que la classe de cette courbe, comme Tordre du 
cône du complexe, est é^*ale au deg^ré de Téquation du complexe. 

Coordonnées générales de Grassmann et Klein. — Plus générale¬ 
ment prenons un tétraèdre de référence quelconque, et soient 
a?3, Xi les coordonnées d’un point; Wg, ii^ les coordonnées d'un 

plan. Considérons la droite comme définie par deux points ix), (g). 
Nous prendrons comme coordonnées de cette droite les quantités 

Xi Xk 

(il) Pik=9 A-= I. 2, 3, 4,, 

yi ÿk 

P étant un facteur d’homogénéité arbitraire. 

Remarquons que pu = o et pui — — pik^ de sorte que Ton n obtient 
ainsi que six coordonnées distinctes, par exemple Put Pai' 

/>23. Ce sont les moments relatifs, par rapport au vecteur des deux 
points {x) [y), des vecteurs égaux à i pris sur les six arêtes du tétraè¬ 
dre; ou, du moins, des quantités proportionnelles à ces moments. 

Soient deux droites {pik) et (p'ik) : le moment relatif M des deux vec¬ 
teurs correspondants est donné par la formule 

aM = p\i -f 7^34 p\i d- 7^13 p'\2 4- 7>42 P'iS + Pi\p'^S d' Pt'i P i 
où a est un facteur constant. 

Si ce moment est nul, les deux droites se rencontrent. Or considé¬ 
rons le déterminant, identiquement nul. 

Xi X2 X *3 vf*i 

i/i yz Uz Ua 

*^2 

ÿi y» ys yi 

Développons d’après la règle de Laplace : 

S =z 2 (pi2 7^34 d- Pi2 d- 7 hi 7^23)* 

En introduisant la fonction 
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les coordonnées d’une droite quelconque satisfont à la condition 

^pu,)=o, 

et la condition de rencontre de deux droites peut s’écrire ; 






la sommation s'étendant aux six coordonnées. 

Si nous définissons la droite par deux plans («), (uj, nous prendrons 
pour coordonnées : 


n 51 


qw = ' 


Ui Uk 
V, Ük ’ 


c étant un facteur d'homogénéité arbitraire. Cherchons les relations 
entre les coordonnées pik et les cojrdonnées qik^ La droite étant l’inter¬ 
section des plans (//i, {ü)^ un point (xj de cette droite sera l’intersec¬ 
tion des trois plans (« j, (n), (z^). Donc : 


+ «2*^2 + 

-f UgOJg -f ^3*^3 + ^4^4 = 
w^x^ + WoXo -f 4- iVj^x^ = 0. 

Considérons le déterminant : 


«2 «3 «4 

Ug 1)3 

lOo W3 lOj^ ’ 

•^'2 ^*3 -^4 

on peut prendre, pour la coordonnée Xi, le coefficient S/ = — de si. 
Pour avoir un autre point (y) de la droite, nous le définirons par les 
trois plans (m), (n), f,s*), et alors y, == W/ = . Considérons l’adjoint 

de Q : 

U, i:g U3 U, 

Vi Vg V3 V, 

W, Wg W3 w, 

s, So S3 S4 

Nous avons, entre chaque mineur du deuxième ordre de û, formé avec 
les deux dernières ligues, et le mineur complémentaire de l’adjoint, la 
relation classique, qui s’écrit, avec la notation définie par la for¬ 
mule (12), 


U, 

h 


1 


I ^Maik\ 
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Oa peut écrire plus simplement, en disposant des facteurs de pro- 


^qih 


^pik 

L’équation du complexe sera alors F {pu,) = o, uu F {rjhi} = o, les 

indices /, k; h, / se corres[)ondanl de telle manière que pki=— : d’on 

les équations du cône ou de la courbe du complexe. La condition pour 
que le complexe soit spécial est : 


portionalité. 


(16) 

plk 

et de même : 


(• 7 ) 

qik 


(18) 




D-F 


D^F DF DF DF 
^Pii ^Pn ^pn 


Remarque. — On peut déliuir les coordonnées pik par la remarque 
que la droite considérée se trouve dans les plans : 

pik + Pki Xi + pu Xk = O ; 

et on peut déduire de là les relations entre les pik et les qhu La condi¬ 
tion <î> {pik) = O exprime la condition nécessaire est suffisante pour 
que ces quatre plans passent par une meme droite, si on suppose 
pu^ = — phi. Elle est donc nécessaire et suffisante pour que les puc 
soient les coordonnées d'une droite. 


Complexes linéaires 

3 . — Etudions plus spécialement les complexes linéaires. L'équa¬ 
tion d’un tel complexe est, avec les notations adoptées, 

(1) ^Xhipik = O. 

Le complexe est spécial s’il satisfait à la relation : 

(2) A^g A34 + Ai3 A^g 4 - Ai4 A 23 = O, 

et cette équation exprime que les sont les coordonnées d'une droite ; 
l’équation du complexe exprime que toute droite du complexe ren¬ 
contre cette droite. Un complexe linéaire spécial est donc constitué 
üar les droites rencontrant une droite fixe, uu’on appelle directrice 
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Soit :Dune droite d'un complexe linéaire quelcomiue. M un imiut 
ile cette droite, et (P) son plan polaire. Le cône du complexe se redui- 
^aiit u-i au plan iP), rhomoi»Taphie du complexe est celle des plans (P) 
ile la droite fü) associés à leurs pôles M. 


Faisceau de complexes 


4. — Soient deux complexes linéaires : 

(i, ïAa/Pia==o, 

^Bfapnc = o; 

réi{ liât ion 

4 - Pik — O 

représentera un faisceau de complexes. Cherchons dans ce faisceau les 
complexes spéciaux. Ils sont definis par l équation . 

( 3 J (Ai^ -r (‘^3^ 4 - 4 - (Ai3 4 ~ ^Bi3)(Ai2 + B42) + 

4- (Ai.i 4- C^23 4- ^^^23) = 0, 

équation du deuxième degré. Dans un faisceau de complexes linéaires 
il y a donc deux complexes spéciaux. Cherchons à quelles conditions 
ces deux complexes spéciaux sont confondus. 

Supposons, à cet effet, que a = o soit racine de Péqiiatiou ( 3 ). La con¬ 
dition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est : 

et l'éqnation précédente se réduit à : 

(4 ) a(A, 2B;3, 4- Xr.^i2 4- ... +) V2(B,2B3, + ...) = 0. 

Nous appellerons invariant du complexe (i) Texpression ; 

(5) A.v = Ai2A34 4- *^13*^42 4“ AijAgs, 

et invariant simultané deux complexes (i) et (2) l'expression 


tO) 






réquatioii (4) s’écrit, avec ces notations : 

( 7 ] aAa» 4" = O. 

Pour que A = o soit racine double, il faut en outre que A^b = 0. Or 
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exprime que cette droite a[)partieiil au deuxième <*oniplexe qui d<'‘linit 
le laisceau.lîille appartient évidemment au preniiei*, donc elle a[)partieiit 
a tous les complexes du faisceau. On conclut donc : pour que rnn des 
complexes spéciaux soit double, il faut et if suffit que sa directrice 
appartienne à tous les complexes du faisceau. 

Pour que 1 équation se réduise à une identité, c est-a-dire pour que 
tous les complexes du faisceau soient spéciaux, il faut encore que 
Ab = O ; il faut donc que les deux complexes soient spéciaux, et que 
leurs directrices se rencontrent. 

Nous appellerons congruence linéaire Tensemhle des droites cém 
munes à deux complexes linéaires. Par un point quelconque de l'espace 
passe en général une droite de cette congruence, et une seule : c’est 
l’intersection des plans polaii'es du point dans les deux comple.xes. On 
voit de même que dans un plan quelconque il y a en général une droite 
de la congruence et une seule^ qui joint les foyers de ce plan dans 
les deux complexes. Considérons le faisceau déterminé par les deux 
complexes qui définissent la congruence. Si ce faisceau contient deux 
complexes spéciaux distincts, toutes les droites de la congruence appar¬ 
tiennent à ces complexes spéciaux, et par suite rencontrent deux direc¬ 
trices fixes; et réciproquement, une congruence linéaire est formée 
en général des droites rencontrant deux directrices fixes. 

Si les complexes spéciaux sont confondus, soit (A) leur directrice 
commune ; considérons un complexe quelconque (G) du faisceau. (A) 
est une droite du complexe (G) ; à chaque point M de (A) correspond, 
homographiquement, son plan polaire (P) par rapport au complexe (’G'j ; 
les droites de la congruence passant par M et appartenant au com¬ 
plexe (C) sont dans ce plan polaire (P). Or les points de (A) ont même 
plan polaire par rapport à tous les complexes du faisceau. Les droites 
de la congruence rencontrent la droite (A), et pour chaque point de 
cette droite sont situées dans le plan polaire correspondant. 

Réciproquement, si on se donne arbitrairement une homographie, 
faisant correspondre à chaque point M d’une droite fixe (A) un plan (P ) 
passant par cette droite, l’ensemble des oo- droites dont chacune passe 
par un point M et est située dans le plan (P) associé à ce point M est 
une congruence linéaire ; et les complexes spéciaux du faisceau cor¬ 
respondant sont confondus. 

Prenons, en effet, (A) pour axe des s. Un point M de (A) sera défini 
par sa cote 5; et un plan (P), passant par (A), par son équation 
y — mx= o. L’équation de l’homographie donnée s’écrira donc : 

P -p -f Qm — km^ — o. 


( 8 ) 
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Les coordonnées pluckériennes a, b, c, p. q, r d’un rayon de la con- 
ifruence considérée satisfont d abord à 

( 9 ) 

qui exprime que le ra^on rencontre 05 . Si a et Z» ne sont pas nuis tous 
deux, supposons, par exemple, n^o.Le rayon rencontre Os au point de 

^ote r = ^ , et se trouve dans le plan b.T — ay = o. La relation (8) 

donne donc, en tenant compte de ap + bq + cr = o et de (9), 

1,0) Xp + By + Po -t- 06 = O. 

gi _ 0. et si p, q ne sont pas nuis tous deux, le rayon rencon¬ 
tre Or à l’infini, et ses équations sont cy — p, ex = q. La rela¬ 
tion (8}donne doue Xp + By= o, et l’équation (loj est encore vérifiée. 
Elle l’est encore pour « = 6 = p = y = r = o, qui correspond an 
rayon sing'ulier (Ai. 

Eu résumé, la confi{Tuence est définie par les équations (9), (10). 
Or elles définissent deux complexes linéaires : 1 in\ariant du premier 
est nul, ainsi que leur invariant simultané. On retombe donc bien dans 
le cas indiqué. 


Complexes en involution 

5. _ Reprenons le faisceau de complexes précédent. Les deux 

complexes de base sont dits en involiition si = 0. Considérons, dans 
le cas général, une droite (D) commune aux deux complexes. A un 
point M de cette droite correspond homographiquement sou plan 
polaire dans chacun des complexes, soient (P), (Q) ces plans : il en 
résulte une correspondance homographique (H) entre les plans (P), (Q) 
de la droite. De même, en partant d’un plan de la droite, on verrait 
qu’il existe une homographe (H^) entre les points de la droite. 

Cherchons les plans doubles de l’homographie (H). Considérons à 
cet effet une des directrices (A) de la congruence linéaire définie par les 
deux complexes, et le plan (D) (A) ; le pôle de ce 
plan par rapport à chacun des deux complexes 
est rintersection A' de (D) avec la deuxième 
directrice (A'), car toutes les droites passant 
par A^ et rencontrant (A) appartiennent à la 
congruence, et par suite aux deux complexes. 
Ainsi, dans chacun des deux complexes. A! 
est foyer du plan (D) (A) ; et de même A, inter¬ 
section de (D) et de (A), est foyer du plan 
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(D) (A% Il en résulte que ces plans se correspondent k eux-mèmes 
dans Thomographie (H), et, par conséquent, que ces deux plans sont 
les plans doubles cherchés. 

On verrait de même que les points A et A' sont les points doubles de 
l’homographie (H'). Cela posé, nous allons montrer que la condition 
Aab = O exprime que chacune des deux homoîjrraphies (Hi et (H') est 
une involution. 

En effet, pour que Thomographie (H) entre les plans (P), (ij) soit une 
involution, il faut et il suffit que les plans (P), (O) soient conjugués par 
rapport à ses plans doubles. L’équation du plan polaire d’un point par 
rapport à un complexe quelconque du faisceau est : 


équation de la forme : 


X, 


Xa. 

CCA’ 


= O, 


P+lQ = o. 


Remarquons qu’il en résulte que tous les plans polaires d’un point, 
par rapport aux complexes d’un faisceau, forment un faisceau de 
plans. L’axe de ce faisceau de plans est la droite de la congruence 
linéaire, commune aux deux complexes, qui passe par le point consi¬ 
déré. Considérons alors quatre complexes quelconques du faisceau, le 
rapport an harmonique des quatre plans polaires d'un même point 
dans ces quatre complexes est égal au rapport anharmonique des 
quatre quantités a correspondantes. Prenons en particulier les deux 
complexes de base et les complexes spéciaux. Les valeurs de a corres¬ 
pondantes sont 0, 00, et les racines de l'équation 

^(Xii d” ^'^14) 1X03 -f- ^^23) = O ; 

et la condition pour que les deux premières soient conjuguées harmo¬ 
niques par rapport aux deux autres est : 

Aj_ -f- 7^2 O, 

OU Aab = O. Or, si le point considéré se trouve sur la droite (D), ses 
plans polaires par rapport aux deux complexes spéciaux, sont préci¬ 
sément les plans (D) (A) et (D) (A^ ; donc si deux complexes sont en 
involution, les plans polaires dun point dans ces deux complexes 
sont conjugués harmoniques par rapport aux plans passant par ce 
point et par les directrices de la congruence commune aux deux 
complexes, et réciproquement. 

Cela équivaut bien à dire que l’homographie (H) est une involution, 
La propriété analogue, relative à l’homographie (H% s’établirait de 
même, en utilisant les coordonnées tangentielles qhh lieu des eoor- 
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(ioiniéeN ponctuelles La propriété île Jimjx complexes d’être en 
involutioii se cori‘espond donc a elle-même» par dualité; et 1 on peut 
(lire encore Lps pôlas cViui plein (ju(*lcon(^iiB pein rcippori ciujc 
plexes if un faisceau sont sur une droite qui rencontre les direc¬ 
trices de la conqruence commune iices complexes. Si deux complexes 
sont en inrolution. les pôles if un plan quelconque par rapport à ces 
complexes sont conjuqués harmoniques par rapport aux points d in¬ 
tersection de la droite qui les joint avec les deux directrices de la 
congruence commune à ces complexes ; et réciproquement. 

Coordonnées symétriques cTune droite. — On peut §*énéraliser 
encore les coordonnées de droites. Reprenons la relation fondamen¬ 
tale 

11) ap hq cr = o; 

elle est homogène et du deuxième degré. Or il existe un type remar¬ 
quable d'équations du deuxième degré, celui où ne figurent que les 
carrés. Pour ramener a cette forme la relation précédente, il suffit, par 
exemple, de poser : 

( r/ -f /) = h q = t.^, r -P r = t^, 

* ^ * I <7 — /} = //g, b — q = it^, c — r = Üq. 

La condition devient ainsi : 

C^) tj -P + te + t:: + tf = O. 

On introduit comme coordonnées homogènes les th^ qui sont des fonc¬ 
tions linéaires homogènes des coordonnées pluckérienlies. En égalant 
ces six coordonnées k o, ou obtient les équations de six complexes qui 
sont deux à deux en involution, car on voit facilement que la condition 
pour que les deux complexes 

SA/A = 0, = 0, 

soient en involution est : 

(4) = 0. 

Ces résultats subsistent si on substitue à a, b, c, /), q, r, dans la 
définition des coordonnées th, les coordonnées générales /?//,« : et si on 
î'einplace* plus généralement encore, les th par les coordonnées qu’on 
en déduit par une transformation linéaii'e homogène, orthogonale, k 
six variables. 
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Droites conjuguées 

6. — Considérons un complexe ('(]), non spécial, et une droite (A. 
n’appartenant pas k ce complexe; considérons la congruence commune 
k (G) et au complexe spécial de directrice (Aj ; cette congruence a une 
deuxième directrice (A') qui est dite la droite conjuguée de ( A). Il y a 
évidemment réciprocité entre ces deux droites. Toutes les droites du com¬ 
plexe (C) qui rencontrent la droite (A') rencontrent sa conjuguée (A'), 
puisque ce sont des droites de la congruence, et inversement toute droite 
rencontrant à la fois les deux droites conjuguées (A'), appartient 
à la congruence^ et par suite au complexe. Si on considère un point A 
de fA), son plan polaire passe par (A'), puisque toutes les droites pas¬ 
sant par A et rencontrant (A') appartiennent au complexe. Donc (A'i 
est renveloppe des plans polaires des points de sa conjuguée (A). Ou 
voit de même que (A') est le lieu des pôles des plans passant par sa 
conjuguée (A). Si la droite (A) appartient au complexe (G), la con¬ 
gruence précédente a ses deux directidces confondues. Les droites du 
complexe sont à elles-^mémes leurs conjuguées. 

Soit l’équation du complexe 

F(a, b, c, /), y, r) = -4- Qô -f- Rc -j- Xp + By -f G/‘ = o. 

Cherchons les coordonnées (a.,, 63, Cg, p^, q^^ rj) de la conjuguée d’une 
droite A» /'i )• B suffit d’exprimer que le complexe donné, 

et les complexes spéciaux ayant pour directrices les droites («j, 

Pi- Çi'i (^2) ^2’ ^2'' P2- 9^2’ ^2)î appartiennent a un même faisceau, 
ce qui donne ; 

P -h \pi + \p2 = analogues. 

Multiplions respectivement par a^, 6^, cq, p^, q^^ r^ et a joutons membre 
k membre, le coefficient de disparaît et nous obtenons : 

F(^i, 61, c^, pi, <7,. ,-j) + +;>iaj)= O. 

Posons pour abréger : 

+ p^Oo) = 'î, 

ce qui donne : 

(i ) F(^j, b^, /q, q^, r^) -f V== 

Si nous multiplions par «g, b^, Co, p^, q^, et si nous ajoutons, c est 
le coefficient de X qui disparaîtra et nous aurons : 

(^) 


F(a^, b^, Cj, p^, r,) + AjC = o. 
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Enfin si nous multiplions par A, B, G, P, Q, R, nous obtenons, en 
}n)sant : 

A = AP + BQ + iCR. 

aA + («i. IJt, /ij. Çi, r^i + 6,, r,) = o; 

CP qui s’écrit, en tenant compte de (i) et {2), 

A — A ,'^1 

, , , A _A_ 

d OU : /j =r ^ = — . 

Xous pouvons donc prendre pour coordonnées de la droite conjug*uée 

la ’ 

= A — —;- - -:, et les analo|°;*ues ; 


ou : 

( 3 ) a, = AF («i, c^, />!, f/i, r^) — Aû^, et les analog-ues. 


Supposons qu'on prenne deux droites conjuguées pour arêtes oppo¬ 
sées du tétraèdre de référence. Si nous appelons .r, 5, f les coor¬ 

données tétraédriques, nous avons vu que : 

^ = .Vf' — fa‘\ b = ///' — tij\ c = zf — tz\ 

i P = yz' — zy\ q == zx' — xz\ r = xy' — yx'. 

Supposons qu'on prenne pour droites conjuguées les droites (.r= o, 
y = o) et (z =: o, / = o). Leurs coordonnées sont : 


«4 = 0, èi = o, r, , Pi —O, Çi = 0, /•i = 0; 

ri^=o, bn=o, Cj =0, pi = o, 9^2 = 0, 

Exprimons que ces droites sont conjuguées. Les conditions trouvées 
précédemment nous donnent : 

0 == AF(«^,..), o = BF(^^, .), o = GF—Ac^, o = PF, o = 0 F, 

r2 = RF. 

Or : 

F(a^, q, r^) = F(o, o, q, o, o, o) = Rq ; 

il en résulte, A n'étant pas nul, par hypothèse, que : 

A^O, B=:0, P=0 , Q = 0, R 7^:0, 0 : 5 ^ 0 . 

Alors : 

A=:RG, 

et Téquation du complexe prend la forme réduite : 

Gr -{- Rc = 0, 
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OU : 

( 4 ) r = kc. 

En particulier, cherchons à effectuer cette réduction en axes cartésiens. 
Nous prendrons pour droites conjuguées l’axe O5 et la droite de Tin- 
fini du plan des xy. Il faut d’abord montrer qu’il y a des droites dont 
la conjuguée peut être rejetée à Tinfîni. Pour qu’une droite 
/?!, rj soit à Tinfini, il faut et il suffit que = 0, c^ = o \ 

et, d’après les formules précédemment trouvées, les conjuguées de ces 
droites sont telles que : 

A"“ B~C Â ’ 

«2, 62, ^2 sont donc proportionnels à des quantités fixes. Les conjagitées 
des droites de Vinfini sont parallèles à une tnêine direction. Ces 
droites sont les lieux des pôles des plans parallèles a un plan fixe. 
On les appelle diamètres, et les plans parallèles dont les pôles sont 
sur un diamètre, sont dits conjugués à ce diamètre. En rapportant 
donc un complexe à un diamètre et au plan conjugué, Téquation du 
complexe est de la forme : 

r = kc. 

On peut obtenir cette réduction en axes rectangulaires. Il existe, en 
effet, une infinité de droites perpendiculaires à leurs conjuguées. Elles 
sont définies par la relation : 

ou : 

(A(7i -h Bb^ + GCi) F(a^, b^, c^.p^, f\) — ^(a^- -f- b^- + c\^) = 0 . 

Ces droites constituent donc un complexe du deuxième degré. 

Prenons un diamètre quelconque (a^^, p^, r\) du complexe 

linéaire. Le plan conjugué, passant par Torigine et par la droite à Tin¬ 
fini, conjuguée de ce diamètre (o, 0,0, p^, q%^ r^. a pour équation : 

p^ + q^ 4 " ^2^ ^ ® j 

la condition pour qu'il soit perpendiculaire au diamètre est : 

Pt ’ 

ou : 

û* _ 

PF,~A/),^OF,-Açr^ RF,-Ar, ’ 
en posant, pour abréger, 

Fj = il, Cj. />!, q^, Tl). 
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La droite coiijui^'uéo du lÜaniètre étant a i infini. <70 — <^o — Cg — o; 
donc «4, c\ sont proijorlionnels a A, B, C, d’après les Formules ( 3 ), 
<‘e qui donne : 

ABC 


Or 

ce qui donne ici 
dont* 


^iPi ~ 

A/>t -r -h Or^ = o : 


= F <^i, /)i, ^1, rj = Pfli + O^i 4- Rq- 

Multiplions alors les deux termes des rapports précédents respec- 
livement par A, B, C et ajoutons, nous obtenons le rapport ég'al ^ ; 
nous pouvons prendi'e a^ — A, = B, = G d’où Fj = A, et enfin 

A V AS 

—:- = -- , et les analogues ; 

PA-p.i i* ’ ® ’ 

d’où les formules définitives 

(5) = A, = B, 6*i = G, 


Pi 


■ 2A2 ’ 


n BA 


T> CA 


Nous obtenons ainsi un diamètre, et un seul, perpendiculaire au plan 
conjugué : c’est Va,re du complexe. En le prenant pour axe des 5, on 
obtient l’équation réduite en coordonnées rectangulaires 


r — me = O. 

Le complexe ne dépend, quant à sa forme, que d’un seul paramètre m, 
qui est son invariant par rapport au groupe des mouvements. 

Si r = O, r = o, réquation est satisfaite ; or r = o, c = o sont les 
coordonnées des droites rencontrant O5 et perpendiculaires à Os. Le 
complexe contient tontes les droites rencontrant Va.xe et perpendi¬ 
culaires à Paæe ; r, r sont des coordonnées qui ne changent pas si on 
fait tourner la droite autour de O5 : de même si on la déplace parallè¬ 
lement a Or. Autrement dit an mouoement hélicoïdal daxe Or laisse 
le complexe inaltéré. Il en résulte que si on a oc^ droites apparte¬ 
nant an complexe et ne dérivant pas les unes des autres par un mou¬ 
vement hélicoïdal., on obtiendra toutes les droites du complexe en 
faisant subir à ce système de droites les translations et rotations 
précédentes. Considérons les droites dont les coordonnées a, p sont 
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iiulle&, et cherchons parmi ces droites celles qui appartieiiueiil au 
complexe; nous trouvons les droites 

bx = me, cy — bz = o, 

qui constituent une famille de ^éaéi*atrices du paraboloïde 

xy — mz = O. 

Par conséquent, pour obtenir toutes les droites diiii complexe, il 
safjit de prendre un système de génératrices dun paraboloïde 
équilatère et de lai faire sabir tous les déplacements hélicoïdaux 
ayant pour axe Vaxe du paraboloïde. 


Réseau de complexes 

7. — <t> == O, 4 »' = O, = O étant les équations de trois complexes 
linéaires, un réseau de complexes sera défini par Téquation 

A<ï> -I- -i- O. 

Considérons les droites communes à tous les complexes du réseau, 
c’est-à-dire communes aux trois complexes <ï> = 0, <ï>'=: o. <î>" = 0 ; il 
y en a oo^ ; elles appartiennent aux complexes spéciaux du réseau, on 
peut les définir, en général.^ au moyen de trois de ces complexes spé¬ 
ciaux. Or un complexe spécial est formé de toutes les droites rencontrant 
sa directrice ; les droites précédentes rencontrent donc trois droites 
fixes quelconque, elles constituent un système de génératrices d’une 
quadrique, le deuxième systèm'' de génératrices comprenant les direc¬ 
trices des complexes spéciaux du réseau. 

Application, — On peut définir un complexe par cinq droites 
n appartenant pas à une même congruence linéaire. Soient en effet 
les droites 1,2, 3 , 4 » 5 ; donnons nous un point P et cherchons-en le 
plan polaire. Considérons les droites i, 2, 3 , 4 ^ Il existe deux droites 
(A), (d'), qui rencontrent ces quatre droites : ces droites sont conju¬ 
guées par rapport au complexe, et alors la droite passant par P et 
s’appuyant sur (A), (A'), appartient au complexe. De même en consi¬ 
dérant les droites 2, 3, 4» aurons une deuxième droite pas¬ 

sant par P et appartenant au complexe; le plan polaire de P est aloi*s 
détei-miné par ces deux droites. 

Remarque. —Pour trouver les droites communes à quatre complexes 
<ï> = o, 4>^=o, <ï>"' = o, 
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lies complexes spéciaux cuuteiius dans la famille des oo^ complexes. 

a 4» -f )/<!>'4- W 4 O. 

Le problème revient ainsi a trouver les droites qui rencontrent quatre 
droites 6xes quelconques ; et a, comme on sait, deux solutions. 


Courbes du complexe 

8. — Proposons-nous de déterminer les courbes du complexe 

r = kc. 

Considérons une droite passant par un point {x, y, 2) et de coefficients 
directeurs h, c; pour qu’elle appartienne au complexe, il faut et il 
suffit que 

bœ — ay =: kc. 

L'équation différentielle des courbes du complexe est donc 

(1) xdy — ydx = k.dz. 

Cette équation s’écrit 

Posons 

( 2 ) /rs==Y, .x3=:P; 

réquation précédente devient 

dY - Pc/X = O ; 

elle montre que P est la dérivée de Y par rapport à X. On obtient donc 
riutégrale g'énérale de ( i) en faisant, dans les équations (2), 

(3) X = ç(0, Y = 

On obtient ainsi æ, y, z exprimées en fonction d’une variable arbitraire t 
au moyen de deux fonctions arbitraires. Si on prend pour variable 
indépendante X, il suffira de poser : 

Y=/(X), 

d'où les équations de la courbe : 


P=/(X); 
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Ëa posant eiijfia 




oa obtient les expressions de x, ij^ r en fonction de n : 

(5) x=\jf{u), 

Il est facile, en particularisant la forme de la fonction /, d'obtenir 
des courbes remarquables du complexe. 

I® On obtiendra toutes les courbes alg-ébriques du complexe eu pre¬ 
nant pour/* une fonction alg'ébrique de ü. Posons eu particulier 


alors 

d’où 




/(«;=? 


/(«) ^ 


y = U- 


ifl • 
'sa-' 


ces équations sont celles d’une cubique gauche osculatrice au plan de 
l’infini dans la direction æ = 1/ — 0, Réciproquement on peut par 

une transformation projective ramener les équations de toute cubique 
gauche à la forme précédente, d’où il résulte que les tangentes à toute 
cubique gauche appartiennent à un complexe linéaire, 

2° Les formules générales ( 5 ) contiennent un radical, provenant de 
ce qu’on a posé x- == P. On fera disparaître le radical en choisissant 
le paramètre de façon que P soit carré parfait. Pour cela considérons 
la courbe plane X = cp \t), Y = (t), comme enveloppe de la droite 


Y — «’X -f 26(üj := o ; 


X, Y sont tels que 


æi 

dK 




et l’enveloppe est définie par l’équation de la droite et par 
— üX -p ^ * 

d’où l’on tire 

x = ?!^, Y=:«6 '(m) —i6(tt); 

d’où 

««_ .T ». - — -i- r j-jftY ij\ — ofitti il- 
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(Jt'is foriiiulus pprnipltpiit tic trouv6i* toulP-s les courbes uuicursales 
(lu complexe ; il u’y a qu’à piendre pour u une fonction rationnelle 
trun paramètre arbitraire, et pourO une fonction rationnelle de u. 

3. — L’équation difféi-entielle (i) s’écrit encore : 

{X- -h ÿ-) </ ( arc t^- = kdz ; 

jiosoiis : 

A-; = arc tg ^ = X. x- + y- = P = . 

En pi-eaaiil X comme variable indépendante, ou obtient l’intégrale 
sous la forme : 

arc Isc -•^ = w, kz =/(ü)J, X' -f y- = f'{pi) ; 

Ce qui s’écrit : 

(8) X = \/'(ü>). cos ùj, y == sif{bi)^n\ to, r=^/(tüj. 

Un obtient des courbes particulières en prenant : 

y*(w) = R-ci) + C ; 

<1*011 : 

■ • R- 

{ (ji a* = K cos w, ^ = K sin w, z =-j ;-(ù ck 

(]e sont des hélices tracées sur des cylindres de révolution autour de 

27 rR 2 

Taxe du complexe. Le pas de ces hélices est uniquement fonction 

de R ; donc toutes les hélices du complexe tracées sur un même 
cylindre ayant Taxe du complexe pour axe ont même pas. 

Propriétés générales des courbes du complexe 

Il résulte immédiatement de la définition des courbes d'un complexe 
que, dans un complexe linéaire^ le plan polaire d^un point dune 
courbe du complexe est le plan osculateur à la courbe en ce point 
Ch. IX, I ij. Gonsidérçns alors les plans osculateurs à une courbe du 
complexe issus d'un point P. Soit A Tun des points de contact; le plan 
osculateur en A étant le plan polaire de A, la droite PA appartient au 
complexe, et par suite est dans le plan polaire de P. Il en résulte que 
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courbe cVua cjmplexe linéaire sont dans un même plan passant par 
ce point. Eu particulier les points de contact des plans osculnienrs 
issus dan point à une cubique gauche sont dans un même plan pas- 
sauf par le point donné. 

Prenons les formules (71. Nous trouvons : 

A = y'z" — z'y" = i DV = | 0"'. 


B = s'a:” — x's” = — ^ 6" = — ^ 0"', 
C z=x'y'~ y'x” = 6"' ; 


et 


. 7 * 


U' 





On voit alors que la torsion au point (j:*, y, r) est donnée par 

Tz ’ 


Elle ne dépend que du point, et pas de la courbe. Donc toutes les 
courbes du complexe linéaire passant par un pointant même torsion 
en ce point {Sophus Lie). 


Surfaces normales du complexe 

(J. — 11 n’y a pas lieu de rechercher les surfaces d’un complexe 
linéaire. Soit en effet le complexe linéaire 

ay — bx + kc= o ; 

le plan polaire du point {x, y, r) est parallèle au plan 
yiy — Yj:; + kZ = o, 

et pour qu’une surface r = f{x,y) fût tangente à ce plan, il faudrait 
que : 


P=-J— = Z ^ 

y —X fT' 



Vessiot 
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Or la condition d’inté^rabilité 

Zjj Dir 

n est pas réalisée. Le problème est donc impossible. 

Cherchons alors les surfaces dont les normales sont des droites du 
complexe. Nous aurons à intégrer T équation aux dérivés partielles 

py — qæ — A" = o, 

ce qui revient à Tinté^ration du système 

y — k 

qui est précisément le système auquel on arrive lorsqu’on recherche 
les courbes normales aux plans polaires de leurs points. Ce système 
s’écrit : 

dxzzz — y,dt^ dy — x.dt^ ds — ’^k.dt\ 

et s’intégre immédiatement. Comme t n^est défini qu’à une constante 
additive près, rintég“rale g*énérale s’écrira : 

oc = R cost, ^ = R sint, -s = — Ai + A. 

Ces trajectoires orthogonales dépendent de deux constantes arbi¬ 
traires. Ce sont des hélices circulaires ayant toutes même pas, trajec¬ 
toires d’un mouvement hélicoïdal uniforme de pas — 2k tz. 

De là Y interprétation cinématique du complexe linéaire : consi¬ 
dérons un mouvement hélicoïdal uniforme ; à chaque point M corres¬ 
pond la vitesse de ce point, et le plan polaire du point M dans le com¬ 
plexe est le plan perpendiculaire à cette vitesse. Le complexe linéaire 
est constitué par les normales aux vitesses du mouvement instantané 
d'un corps solide. 

Les surfaces normales du complexe sont définies par les équations 

X = v cos M, y = v sin m, s = — Att -f- 9 (c) ; 

car elles sont engendrées par les hélices précédentes. Ce sont les héli- 
coïdes engendrés par un profil quelconque dans le mouvement précé¬ 
dent. Les équations précédentes représentent d’ailleurs l’hélicoïde le 
plus général. Il en résulte que les normales issues d'un point à un 
hélicoîde sont dans un même plan (plan polaire de ce point). 

Remarque. — Les hélices trajectoires orthogonales des plans 
polaires s’obtiennent en faisant u = c‘®, et leurs trajectoires orthogo¬ 
nales sont les courbes du complexe situées sur les surfaces précé¬ 
dentes. Cherchons-les. Formons l’élément linéaire sur ces surfaces : 
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ds- = dj? + dz^ == (cos a.dv — d. sia a. diif -f 

(sin M. dv + V. cos «. da)^ + (— k du + d.dvf, 

OU : 

ds^ = (ü^+ k^)da- — nki.diidü -i- (i -f dvK 

Les trajectoires orthogonales des hélices v = c.te, du = o, sont déH- 
ûies par l’équation 


(n- + k-) da — ko\dü = o 

d’où ; 

Leur détermiiia.tion dépend d’une quadrature. 


Sut*faces réglées du complexe 

10. — Considérons une surface réglée dont les génératrices appar¬ 
tiennent au complexe; soit (G) une de ses génératrices;elle appartient 
au complexe, donc à chacun de ses points M correspond un plan (P) 
qui en est le plan focal ; d’autre part au point M correspond aussi 
homographiquement le plan tangent à la surface en ce point; il en 
résulte qu’i 7 y a correspondance homographiqae entre le plan 
polaire d'un point de la génératrice et le plan tangent à la surface 
en ce point; dans cette homographie il y a deux éléments doubles, 
donc sur chaque génératrice de la surface il existe deux points, 
A, B, tels que les plans polaires de ces points soient tangents à la 
surface. Considérons le lieu des points A sur la surface; en chacun 
de ces points le plan tangent à la surface est le plan polaire de A ; la 
tangente à la courbe, qui est dans le plan tangent à la surface, est 
donc dans le plan polaire; donc le lieu des points A, et aussi le lieu 
des points B, qui peuvent (bailleurs se confondre algébriquement, 
sont des courbes du complexe. Le plan osculateur en chaque point est 
le point polaire, donc il est tangent à la surface; ces courbes sont 
donc des asymptotiques de la surface réglée ; les asymptotiques se 
déterminent dès lors au moyen d’une seule quadrature [Ch. V, | lo]. 

Il peut arriver que les génératrices de la surface appartiennent à 
une congruence linéaire ; elles appartiennent alors à une infinité de 
complexes linéaires, et pour chaque complexe, on aura deux lignes 
asymptotiques, courbes de ce complexe. On obtiendra ainsi toutes les 
asymptotiques sans aucune intégration. Les génératrices de la sur- 
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fnt't* precedente s'appuient alors sur deux directrices Jixes. C'est le 
cas (les colloïdes à plan directeur et des surfaces rég'lées g'énérales du 
troisième ordre [Ch. V, § lo. p. iï 3 ]. Inversement on verrait facile¬ 
ment qu’une courbe quelconque du complexe est asymptotique d’une 
iiiHiiité de surfaces rég'lées du complexe; on peut donc au moyen de 
ces surfaces rég“lées trouver une courbe quelconque du complexe. 

Si les génératrices de la surface appartiennent à uii complexe 
linéaire spécial, les courbes du complexe sont des courbes planes dont 
les plans contiennent la directrice du complexe ; les surfaces nor- 
males du complexe sont de révolution autour de la directrice; les 
surfaces réglées du complexe sont des surfaces dont les génératrices 
rencontrent une droite fixe ; cette directrice est une asymptotique de 
la surface, et les autres asymptotiques se déterminent par deux qua- 
dratui'es. 
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TRANSFORMATIONS DE CONTACT. ~ TRANSFORMATIONS 
DUALISTIQUES. - TRANSFORMATION DE SOPHUS LIE, CHANGEANT 
LES DROITES EN SPHÈRES 


Eléments et multiplicités de contact 


I. —Reprenons d’abord, en les complétant, les notions de la g'éo- 
métrie des éléments de contact, introduites au chapitre VI, | 4 ^ et 
souvent utilisées dans les chapitres suivants : 

Un élément de contact est l’ensemble d’un point M et d’un plan (P) 
passant par ce point. Un tel élément est défini par ses cinq coor¬ 
données : les coordonnées (x, s) du point, et les coefficients de 
direction (/), — i) de la normale au plan. 

Considérons un point A, les éléments de contact de ce point sont 
formés par ce point et tous les plans passant par ce point ; les coor¬ 
données y, Z sont fixes, et /), q arbitraires. Un point possède donc 
00® éléments de contact. 

Considérons une courbe ; un de ses éléments de contact est formé 
d’un point de la courbe et d’un plan tancent à la courbe en ce point ; 
les coordonnées sont : y^ 5 , fonctions d’un paramètre arbitraire w, 

et /}, q liés par la relation : 


dæ . du ds 

PTu+^Tu-d-u = 


0 . 


Il y a donc deux paramètres arbitraires. Une courbe possède oo® élé¬ 
ments de contact. 

Considéi'ons maintenant une surface ; un de ses éléments de contact 
est formé par un point et le plan tangent en ce point ; ses coordonnées 

sont X, y^ Z = f{x, y), p = y ==^ . Il y a deux paramètres arbi¬ 
traires, donc une surface possède oo^ éléments de contact. Remar¬ 
quons que />, q peuvent ne dépendre que d’un seul paramètre ; c’est le 
cas des surfaces développables, qui possèdent ainsi oo® points et oo^ 
plans tangents, et correspondent par dualité aux courbes, qui possè- 

d<aiït nnîntc At nian« tflncrAnt*;- 
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Les points, courbes et surfaces, qui sont engendrées par oo® éléments 
de contact, sont appelés multiplicités Plus généralement on appel¬ 
lera multiplicité toute famille d cléments de contact dont les coor¬ 
données vérifient la relation : 

(i) ds — pdx — qdy = O. 

Si ces coordonnées ne dépendent que d’un paramètre arbitraire, on 
aura les multiplicités ; si elles dépendent de deux paramètres 
arbitraires, on aura les multiplicités M^. 

Cherchons à déterminer tontes les multiplicités Mg : Les coordon¬ 
nées X, y, Z. p, q sont fonctions de deux paramètres arbitraires : 

x ==/(«, V), y = v), z = h{u, n), p = k{u, n), q = l{u, v) . 

Considérons les trois premières relations ; on peut éliminer entre elles 
«, V : et, par suite de cette élimination, on peut obtenir une, ou deux, 
ou trois relations. 

Supposons d’abord qu’on obtienne une relation : 

F(a?, y,z) = o 

r, par exemple, est alors fonction de æ, y ; et si on écrit que la rela¬ 
tion (i) est satisfaite quels que soient x, y, on obtient : 


ar zz 



Ce qui donne les éléments de contact d’une surface. 

Supposons qu’on obtienne deux relations : 

F(j:?, y, z) = O, G{x, y, z) = O ; 

deux des coordonnées sont fonctions de la troisième ; par exemple 
aî, y sont fonctions de z : 

x = o(s), yz=ôf (s), 

ces équations définissent une courbe et l’équation fi) devient : 
dz — p^\z)dz — q^\z)dz = o, 

ou : 

pi{z) 4 " q^\s) — 1=0. 

Le plan de l’élément de contact est donc tangent à la courbe, et n’est 
assujetti qu à cette condition : on obtient donc les éléments de contact 
d’une courbe. 
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Enfin si on obtient trois relations, c’est que y, r sont des con¬ 
stantes ; réquation (i) est vérifiée quels que soient /?, y, qui sont alors 
des paramètres arbitraires, et on a les éléments de contact d’un point. 

Cherchons maintenant les multiplicités ; x, y, 5, p, q sont fonc¬ 
tions d’un seul paramètre : 

y=g{t), s = A(0, p — Mt), q = l(t). 

Considérons les trois premières équations, et entre elles éliminons i. 
Nous obtenons deux ou trois relations. 

S’il y a deux relations, le lieu des points de la multiplicité, qu’on 
appelle aussi support de la multiplicité^ est une courbe, et les plans 
ne dépendant que d’un paramètre, à chaque point de la courbe corres¬ 
pond un plan tang-ent déterminé ; on a une bande cTéléments de 
contact. 

S’il y a trois relations, x, y, z sont des constantes, le support est 
un point ; on a alors une famille de plans dépendant d’un paramètre 
et passant par un point fixe ; c’est ce qu’on appelle un cône élément 
taire. 

Considérons deux multiplicités Mg ; elles peuvent avoir en commun 
zéro ou un élément de contact, ou une infinité. 

Considérons le cas d’«n élément de contact commun ; si les multi¬ 
plicités sont deux points A, A', il ne peut y avoir un élément de con¬ 
tact commun que si les deux points sont confondus^ et alors il y a 00® 
éléments de contact communs. 

Si les multiplicités sont un point et une courbe, le point est sur la 
courbe, et tous les plans tangents à la courbe en ce point appartiennent 
à des éléments de contact communs, qui sont ainsi au nombre de ocC 

Si les multiplicités sont un point et une surface, le point sera sur la 
surface, et l’élément de contact commun sera unique et constitué par 
le point et le plan tangent à la surface en ce point. 

Considérons deux courbes ; si elles ont un élément de contact com¬ 
mun, elles se rencontrent en un point, et si elles n’y sont pas tan¬ 
gentes, il n’y a qu’un élément de contact commun. 

Considérons une courbe et une surface ; il y aura un élément de 
contact commun si la courbe est tangente à la surface. 

Enfin deux surfaces ont un élément de contact commun si elles sont 
tangentes en un point. 

Il y aura 00^ éléments de contact communs pour un point sur une 
courbe, deux courbes tangentes en un point, une courbe située sur 
une surface, deux surfaces circonscrites le long d’une courbe. 

Considérons un point qui décrit une courbe ; nous avons une 
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tainille * 1 p poinU dnrit chacun donne à la courbe oc^ éléments de 
contact. 

Considérons une supffic(* engendrée pnr unp courbe \ nous avons 
DC‘ courbes tlont chacune a en commun avec la surface une bande, et 
par suite donne à la surface oc* éléments de contact. 

( .'onsidérons la surface enreloppe de x* chaque envelop¬ 

pée a en commun avec Tenveloppe une bande de x* éléments de con¬ 
tact Dans les trois cas, nous avons x* multiplicités Mo génératrices, 
donnant chacune à la multiplicité engendrée x* éléments de contact. 

Considérons le cas où chaque élément générateur ne donne au con¬ 
traire qu'un élément de contact à la multiplicité engendrée : x-points 
en^irendrant une surface ; x^ courbes formant une congruence de 
courbes (dans ce cas, comme dans celui des congruences de droites, il y 
a en général une surface focale, tangente à chacune de ces courbes, et 
ayant avec chacune un élément de contact commun) : enfin si on consi¬ 
dère x‘ surfaces, elles ont une enveloppe qui a en commun avec cha¬ 
cune d'elles un élément de contact. 

Remarques. — i*’ Dans les trois cas précédents, quand nous disons 
que chaque élément générateur donne un élément de contact à la 
multiplicité, il faut entendre que cette multiplicité peut se décomposer 
eu nappes, et que cela s’applique alors a chacune des nappes séparé¬ 
ment. 

Il y a un cas exceptionnel, celui de x* courbes ayant une courbe 
pour enveloppe ; on a alors x* courbes donnant chacune à cette enve- 
lop]>e X* éléments de contact. 


Transformations de contact 

2. — On appelle transfor mal ion de contact toute transformation des 
éléments de contact qui change toute multiplicité en une multi¬ 
plicité Mg. Lue telle transformation est définie par cinq équations : 

1 11 y =f{x, tf, r. P, q). y' = (jix, y, s, p, q), z' = h{x, y, z, p, y), 
p' — /»• q). 7 ' = y, s, p, q). 

Si l’élément de contact variable {x, y, z, p, q) appartient à une multi¬ 
plicité. ses coordonnées vérifient la condition : 

( 2) dz — pdx — qdy =r O, 

et, pour que l’élément transformé {x’, y', z', p', q') appartienne aussi à 

îinA milltirvli.MfA îî Cm,* n A..CC4.- - 
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(2') fh' — pdx' — q'dyf = O. 

Une transFormation de contact est donc définie par des équations (i) 
telles que chacune des équations de PfafF (2), (2') se transforme en 
l’autre quand on y fait le changement de variables défini par ces équa¬ 
tions. C’est ce qu’on exprime en disant que les transformations de 
contact sont les transformations en q qui laissent invariante 

l’équation de Pfaff (2). 

Une telle transformation change deux multiplicités ayant un élément 
de contact commun en deux multiplicités ayant un élément de contact 
commun ; et de même deux multiplicités ayant oo‘ éléments de contact 
communs en deux multiplicités ayant 00^ éléments de contact communs. 
Une transformation de contact change les points, courbes et surfaces 
en points, courbes, ou surfaces, indistinctement. 

Reprenons les équations de la transformation, et entre elles élimi¬ 
nons /), y, p\ q\ nous obtenons une, ou deux, ou trois relations entre 
x\ y\ z\ 

Transformations ponctuelles prolongées. — Si on obtient trois 
relations : 

( 3 ) x' =f[x, y, 5). y' = g{x, y, z), z' = h(x, y, r), 

dans la transformation de contact est contenue une transformation 
ponctuelle. Une telle transformation change un point en point, une 
courbe en courbe, une surface en surface ; deux courbes qui se ren¬ 
contrent se transforment en deux courbes qui se rencontrent, deux sur¬ 
faces tangentes en deux surfaces tangentes. A un élément de contact, 
commun à deux multiplicités,correspond un élément de contact com¬ 
mun aux deux multiplicités transformées. On obtieadi*a p\ q' en 
fonction de /), q en considérant z' comme fonction de x\ tf. Alors : 

dx' = ^dæ ^dy 4 - (pdx -f çdy)^ dy' = *••• 

<>x ^y 

Eliminant dx^ dy entre ces trois relations, ou obtient une équation 
de la forme : 

dz'—kix, y, 5, p, q) dx' -h l{x, y,£, p,q) dy\ 

d’où : 

P* = Mr, y, 5, p, q), fz=l{x, y. z,p, q)^ 

On dit, dans ce cas, que la transformation de contact est une trans^ 
formation nonctiielle orolonaée. 
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Cas d’une seule équation directrice 

— Supposons maintenant que Ton obtienne une relation d’élimi¬ 
nation 

(Vs £') = o. 

Considérons un point A (x-, y, z) du premier espace ; cherchons la 
multiplicité qui lui correspond dans le deuxième espace ; elle est 
engendrée par des éléments de contact dont les points sont liés au 
point A par l'équation ^ 4 ) qi^l représente une surface S a. La multipli¬ 
cité correspondant à un point est une surface. Si on a une courbe lieu 
de points A, il lui correspond une famille de oo^ surfaces, et la multi¬ 
plicité eiiq’endrée par ces surfaces, c’est-à-dire leur enveloppe, sera la 
transformée de la courbe. Enfin si on a une surface lieu de oo® points A, 
il leur correspondra oc- surfaces dont l’enveloppe correspondra à la 
surface donnée. 

L’équation i 4 ) s’appelle /directrice de la transformation ; 
elle définit les surfaces homologues, dans le deuxième espace, des 
points du premier espace ; et inversement. 


Transformations dualistiques 

Supposons, en particulier, la relation(4)bilinéaire en x, y, z; x\y\z\ 
A chaque point du premier espace correspond un plan du deuxième 
espace, et réciproquement. A oo^ points du premier espace corres¬ 
pondent oc' plans distincts. Soit 

ü = Aa?' -h -h + D. 
où : 

A= xr + vy -f wz 4- h, B = ^7'x + C = //'x +..., 

D = iræ +... 

Pour avoir la transformée d’une surface 

J\x', y', s'} = O 

il faut prendre l’enveloppe des plans £2=0, x', y\ s' étant liés par la 
relation précédente, ce qui donne : 
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Telles sont les équations de la transformation. 11 faudra que l'on en 
puisse tirer x,ij,s, donc que les formes A, B, C, D soient indépen¬ 
dantes, et alors 1 ensemble des plans £2 = 0 constitue bien l’ensemble 
de tous les plans de l'espace. La transfoi’mation précédente est une 
iransformation dualistique. 

Remarquons que l’ensemble des transformations de contact forme 
évidemment un groupe [Cf. p 234 ] ; une transformation de contact 
peut souvent, par suite, se décomposer en transformations de contact 
plus simples. Nous allons voir que c’est le cas pour les transforma¬ 
tions dualistiques. 

Prenons pour nouvelles variables : 


alors 



Z 


G 




^ 1 = 0 , 


et la transformation est une transformation par polaires réciproques 
par rapport à la sphère 


X- + Z- 1 = O. 


Donc toute transformation dualistique se ramène à la transfor^ 
mation précédente suivie d*iine transformation projective ; et réci- 
proquement. 

Remarque. — On verrait, d’une manière analogue, que toute trans¬ 
formation dualistique peut aussi se ramener à la même transforma¬ 
tion par polaires précédée d’une transformation projective. 

Si donc on effectue successivement deux transformations dualistiques, 
le résultat final obtenu (ou produit de ces deux opérations) est une 
transformation projective. 

Transformations dualistiques involutives. — Cherchons toutes les 
transformations dualistiques qui sont symétriques, ou involutives, 
c’est-à-dire telles que le plan homologue d’un point soit le même, 
qu’on considère le point comme appartenant à l’un ou à l’autre espace. 
Les équations : 

y, Z ; x\ y\ z’) = o, y\ z' ; .r, y,z)—o. 


doivent être équivalentes ; il existe donc un facteur constant k tel que : 


ü{x, y, Z ; x\ y\ z^) « k Q(æ', y\ z'; x, y, z) ; 


faisons x’ = x, f = y, z’ = z, 

ü(x, y, Z ; X, y,z)^k Ü{x, y, z; x, y, z) ; 
alors ou bien il(x, y, z; x, y, z) = o, ou bien k = i. 
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Si £2 = O, le plan coiTesponclant à un point passe par ce point On 
a, quels que soient y, r, 

,ü{u.r vy 4 - tnz -f- h) + yiii'x + oy + 4- h') + s:{a”x 4 - ...) 

4- ~ O ; 

ce qui revient k écrire que le déterminant 

fl t) w h 

fl' u’ //>' // 

ü” w” h" 

ir v”' A"' 

est un déterminant symétrique gauche, donc de la forme : 

O G —B P 

— G O AO 

B —A OR 

_«P —R O 

L’équation directrice s’écrit donc : 

ü^zx’iCy — B5 4- P) + + A5 + Q) 4- ^'(Ba? — A^ + R) 

— Pa? — Q// — R5 = 0, 

ou : 

k{ys^ — zif) 4- — xz') 4- C{xy' — yx') 4- F{x — x') 4- 

+ Q(y —4- R(r— z')=:o, 

G’est réquation d’un complexe linéaire ; et lieu des points [x\ y\ z') 
associés au point (.r, y^ z) est le plan polaire du point (j?, y, z) par 
rapport à ce complexe. Le plan polaire d’un point est la multiplicité 
transformée de ce point, et réciproquement. Par suite, la transformée 
d’une droite est sa conjuguée ; et une droite du complexe est à elle-même 
son homologue. Deux multiplicités homologues Mg sont les deux mul¬ 
tiplicités focales d’une congruence de droites du complexe, et récipro¬ 
quement. Car une multiplicité Mg peut toujours être considérée 
comme une multiplicité focale de la congruence des oo® droites du 
complexe qui ont, en commun avec elle, au moins un élément de con¬ 
tact; et ces droites étant à elles-mêmes leurs homologues, la multipli¬ 
cité tmnsformée de Mg doit avoir elle-même au moins un élément de 
contact commun avec chacune de ces droites. 

A une courbe correspond en général une développable ; à une courbe 
du complexe correspond la développable de ses tangentes. 

Si nous prenons maintenant la solution Ar = i, nous avons : 
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la Forme Q est symétrique en æ\ y\ r' et s écrit : 

a == kæx' 4- Byy' -h G 55 ' + 4 - si/) H- X(5,// 4 xs') 4 

-h ^sX/ 4- yx') 4- (^{x 4 æ') + R(^ 4- /) 4 S{s 4 4) 4 T. 

Les deux points (x, y, s) {x\ y\ s'), sont donc conjugués par rap¬ 
port à la quadrique 

Aæ® 4 4 4 Tklys 4 2 ^zx 4 2 ?xy 4 

4 20æ 4 2R// 4 âSc 4 d =: O. 

Nous obtenons donc la transformation par polaires réciproques la 
plus générale. 

La transformation de Leyendre est donnée par la quadrique 
^2 q_ ^2 —25 = 0 . L’équation directrice est xx' 4 y/ — * — ^'= 0 ; 
et les équations de la transformation sont : d = /;, / = / = a?, 

y'= y^ + ^ly — -• 

Remarque, —Pour avoir les équations d’une transformation de 
contact définie par une seule équation directrice L1 = o, ou pourra 
écrire que l’équation 

(2') ds' — p'dd — /d/ = O 

est conséquence des équations 

( 2 ) dz — pdx — qdy = 0 , 

( 5 ) dù=o\ 

ce qui équivaut à poser une identité de la forme : 

(6) ds' —/dd — /d/^ \ds — pdx — qdy) 4 p- dÇl. 

Soient eu effet, ^2 = 0 , ^ 2 ^ = 0 ,^^ 4=0 cinq équations distinctes 
en X, y, z, p, q; d, y\ z\ p\ q\ définissant la transformation. L’inva¬ 
riance de l’équation (2) s’exprime par une identité de la forme : 

ds' — p'dd — /d/ = Xds — pdx — qdy) 4 

4 P* d£l 4 P*! 4 ••• 4" p*4 

Et si p.^, ..., p .4 n’étaient pas nuis tous les quatre, on conclurait de 
là que (p-i + ..• 4 “ [^^4 û?Û 4 ) ne contient que les différentielles 
dx, dy, ds ; dx\ dy', dz\ sans être identiquement nulle. Les équations 
de la transformation entraîneraient donc deux relations linéai res et 
homogènes en dx^ dy^ ds ; dx\ dy\ ds\ à savoir: 

dù = 0 , p-i 4“ 4- p*4 



,»0‘> 


CHAPITRE Kl 


i'iitiJiiiicriiiBiit iiûiic (leuA rBlatioiis 6iitr6 Ibs variablBS s j 

,t\ fj\ z\ ce qui est contraire à Tliypothèse 

On identifiera donc les deux membres de l’équation (6) ; ce qui don¬ 
nera six équations ; si entre elles on élimine a, a, on aura quatre équa¬ 
tions, qui, jointes à Û = o, donneront x\ j/ ^ ^ ^ P Ç fonction de 
./*, //, r,//, <y, ou inversement. 


Cas de deux équations directrices 


— Passons au cas où on obtient deux relations : 

(7'; ih j\ y. Z ; y\ .r'i = 0, e(.r, y, r ; J?', y\ z'} = 0, 

en éliminant />, q ; p\ (f entre les équations (i) de la transformation 
de contact considérée. A un point M {.r, y, s) du premier espace cor¬ 
respond dans le deuxième espace une courbe iC/) définie par ces équa¬ 
tions [']) en y\z'. A une courbe lieu de 00^ points M correspond une 
surface eui^endrée par les oc^ courbes (C') homologues, à une surface 
(S) lieu de x- points correspond la congruence des courbes (G'), 
homologues de ces points ; une telle congruence a en général une sur¬ 
face focale, tanccente à toutes ces courbes, et qui sera la transformée 
de la surface (S). 

Pour avoir les équations d’une telle transformation, on écrira que 
la relation 

dz' — p'dx’ — = O 

est conséquence des relations : 

dz — pdx — qdy = 0, dil =0, f/0 == o ; 

ce qui donne une identité de la forme : 

(8) dz^ pdx — q'dy^ = \{dz — pdx — qdy) + ^dQ. 4- vc/B. 

On prouverait, comme ci-dessus, l’existence effective d’une telle 
identité. En identifiant, on a six équations ; si entre elles on élimine 
A, ;i, V, ou a trois équations qui, jointes à Û = o, 0 = 0, donnent les 
formules de la transformation. 

Transformation de Sopbus Lie, changeant les droites 
en sphères 

Supposons, en particulier, les équations ( 7 ) bilinéaires. A un point M 
correspond une droite (D'j. Aux oo^ points M correspond un 
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complexe de droites (D'), soit (K'). De meme à tous les points dudeuxiè- 
me espace correspond dans le premier espace un complexe (K). Etu¬ 
dions la nature de ces complexes. Considérons, à cet effet, une seule 
des équations (7) : elle définit une transformation dualistique, dans 
laquelle chaque point M a pour homolog-ue un plan (P'j ; Tautre équa¬ 
tion définit de môme une transformation dualistique, qui fait corres¬ 
pondre au même point M un plan (O'j ; et la droite (D') est l’intersec¬ 
tion des plans (P'), (O') qui correspondent ainsi au point M par ces 
deux transformations dualistiques. Or on a vu que le produit de deux 
transformations dualistiques est une transformation projective : donc 
le complexe (K') est le complexe des droites suivant lesquelles se cou¬ 
pent les plans qui se correspondent dans une transformation projec¬ 
tive. Un tel complexe s’appelle complexe de Reije. ou complexe 
tétraédraL Rappelons-en les propriétés, dans le cas général : les droites 
du complexe sont coupées par le tétraèdre formé par les quatre plans 
invariants de l’homographie en quatre points dont le rapport anhar- 
monique est constant. Le rapport anharmonique des quatre plans 
menés par une droite du complexe et par les quatre sommets du même 
tétraèdre est constant (Von Staudt). Le complexe (K') est du second 
degré, et la surface des singularités est constituée par les quatre faces 
du tétraèdre. 

Cela posé, revenons à notre transformation de contact : aune courbe (G) 
correspond une surface réglée du complexe (K'j. A une surface (S) 
correspond une congruence de droites appartenant au complexe (K'j : 
cette congruence admet deux multiplicités focales ; donc à un élément 
de contact du premier espace correspondent deux éléments de contact 
de l’autre. 

Cherchons les équations des deux complexes (K) et (K'). Soient : 
a = 4- By' + Cj:' + D, 6 = Lx' -f -f Nr' + P, 

A, B, . P étant des fonctions linéaires de x, y, r. 

Soit y\z') un point du deuxième espace. Soit (D) la droite cor¬ 

respondante ; si (x, y, 5) et (x^, y^, sont deux points de cette droite, 
on a : 

Q{x, y, Z ; y\ z') — 0, y, z ; j::', y\ r'j == o, 

^0, 5 ü ; x\ y\ z) == O. ^0 ; = <>. 

Eliminons x\ y\ z' entre ces quatre équations, nous obtenons, en dési¬ 
gnant par Ao, Bo, Po ce que deviennent les fonctions linéaires 
A, B, ..., P, quand on y remplace J?, y^ sparj:*^, y^^ 
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A. B, 

L M 

L, M, 

C ebt réquatioii du complexe. Eu déxeloppaiit par la règ^le de Laplace, 
on trouvera une équation du second deg*ré par rapport aux coordonnées 
<le la droite, déHnîes au moyen des deux points (x^ y, 5), { 

Le complexe ( K , et de meme le conn)lexe (K'j, est donc bien, en g-éné- 
raL du second degré. 

A une courbe ((- 1 ) correspond une surface réglée engendrée par la 
droite (D'}. Cherchons si cette surface réglée peut être développable. 
Les droites fÜ') ont pour équations : 

-|- B^y -f- Cr^ *4" D = o, \jX -t" My -}■ -h P = o \ 

æ, r, et par suite A, B, C, D, étant fonctions d’un paramètre u. 
Exprimons que cette droite rencontre la droite infiniment voisine : 
nous adjoignons à ses équations les équations : 

x'dk -h y'd\^ 4- s'dC + dû = 0 , x'dL -|- yd^l + s'd^ + c/P = 0 ; 

d’où la condition, qui définira la courbe (C) : 

A B G D 

L iM N P ^ 

dk c/B rfC c/D 

dL û?M a'N dF 

Mais réquation du complexe (K) peut s’écrire, en posant : 

Ao — A =AA, Bo — B = AB, P^ - P = AP, 
sous la forme : 

A B G D 

L AI N P _ 

AA AB AC AD “ ° 

AL AM an AP 

Or A, B, ... P étant des fonctions linéaires, les accroissements AA, 
AP sont formés avec : 

AuC = X, ly z=z y^ — y^ A^ = — r, 

comme les différentielles dk, dP sont formées avec dx, dy, dz. 
L’équation de la courbe (C) se déduit donc de lequatioçi du complexe, 
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telle que sa taug'eate appartient au complexe (K). 

Aux courbes du premier complexe correspondent donc des déveIo[.- 
pables dont les génératrices sont des droites du second complexe, et 
dont, par suite, les arêtes de rebroussement sont des courbe*^ du secoiul 
complexe A chaque point M d’une courbe (C; du premier complexe 
correspond une génératrice (T) d’une développable : soit M' son point 
de contact avec l’arête de rebroussement. Si on considère rélément 
linéaire formé d’un point M, et de la droite (T) du premier complexe 
passant par ce point et tangente à (Cj, il lui correspondra l’élément 
linéaire, déterminé, du second complexe, formé de M' et de (T'). Les 
courbes des deux complexes se correspondent ainsi par points et par 
tangentes. 

Soit une surface (S), et supposons que le complexe (K) soit etîècti- 
vement du second degré. Considérons un point M de la surface et le 
plan tangent (P). Le cône du complexe (K), de sommet M, est coupé 
par le plan (P) suivant deux droi¬ 
tes (D), (DJ qui appartiennent au 
complexe (K). Par chaque point 
de (S) passent ainsi deux droites 
du complexe (K) tangentes à la 
surface. Par tout point de la sur¬ 
face (S) passent donc deux cour¬ 
bes (y), (yi)du complexe (K) situées 
sur cette surface. Au point M cor¬ 
respond une droite (D') du com¬ 
plexe (K% A la droite (D) du complexe (K) correspond un point M' 
de (D') ; et de même à la droite (DJ correspond un point M/ de ( 1 )'). 
Aux courbes (y), (y') du complexe (K) correspondent deux courbes (y), 
(y'J du complexe (K') tangentes en M', à la droite (D'). Si le point M 
décrit la courbe (y), les droites (D') correspondantes ont pour enve¬ 
loppe la courbe (y% et si M décrit (yj, fD') enveloppe (y'i). 

Si on considère la congruence des droites (D') correspondant aux 
points M de la surface (S), les courbes ('/) sont les arêtes de rebrous¬ 
sement d’une des familles de développables de cette congruence ; et 
les courbes (y'J sont les arêtes de rebroussement de l’autre famille. 
Les courbes engendrent une des nappes de la surface focale, les 
courbes (y'^) engendrent l’autre nappe. Le plan tangent en M' à la mul¬ 
tiplicité focale est le plan oscillateur à (y'J, et par suite le plan tan¬ 
gent au cône du complexe (K'j de sommet 

Un élément de contact correspondant à l’élément (M, P) est formé 
du point M' et du plan tanjorent au cône du complexe (K') qui a pour 
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sommet L autre élément correspondant à (M, P) est formé du 

point et du plan tang*ent au cône du complexe (K^j qui a pour som¬ 
met M'j. 

Si la surface (S) est une surface du complexe (K), tang-ente en cha¬ 
cun de ses points au cône du complexe, les droites (D), (D^) sont con¬ 
fondues; alors les deux éléments de contact correspondant à l’élément 
(M, P) sont confondus, et la surface (S') définie par ces éléments est 
une surface du complexe (K'), 

Remarques. — Les seuls cas possibles sont les suivants : 

lo Les complexes (K), fK') sont effectivement du second degré» On 
démontre alors, comme nous l’avons dit précédemment, qu’ils sont 
tous deux tétraédraux, 

2*^ Un seul des complexes est linéaire. On démontre que l’autre est 
constitué par les droites qui rencontrent une conique. Ce cas va nous 
donner la transformation de Sophus Lie^ qui chang-e les droites en 
sphères. 

3 ® Les deux complexes sont linéaires. On démontre qu’ils sont tous 
deux spéciaux. Ce cas donne, en particulier, la transformation (TAm¬ 
père, définie par les équations directrices : 

xx' + S + s* = Q, f +y = 0, 


et dont les équations sont : 

= — 2 ' — — z--px, p' = x, f = — q. 


Transformation des droites en sphères. — Supposons en parti¬ 
culier : 


üz=zx — iy A’ x'z — 5' = O, 0 = x\x -f- iy) — z — f — 
L’équation du premier complexe est : 

—-O 0 0 X —iy—(cc^ — iy^) 

«0 0 — I œ, — lÿ, _ 

X iy — 10 — s 

j?o 4 - i'yo — + iy) o O ^ 

ce qui devient : 


O. 


0. 


{æ — o-o)* + (y — 4- (5 — 5o)* = O, 

c*est-à-dire : 

(K) «2 4- 62 + _ 0. 


Le complexe (K) est le complexe des droites minima. 
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Cherchons le deuxième complexe. Il suffit de considérer deux points 
(■^^ y > ■^ )» o> y'a s o) correspondant au môme point [x, y, s) : cela 
donne : 

O 
I 

X J? Q 

ce qui devient : 

(æ X o) {x^y'o -h — 2'q) (x^ — x'q) = o, 

c’est-à-dire, avec les notations classiques pour les coordonnées plucké* 
riennes ; 


o X X 0 — s -f- 5^0 

—m'o) o — ÿ'+y'« 

ix' _T _ 7,f 


a(p — c) = o. 


La solution a == o est singulière, et on obtient pour le complexe (K') : 
(K') r —c = o. 

Nous avons ainsi une correspondance entre un complexe spécial du 
second degré et un complexe linéaire. Les cônes du complexe (K) 
sont les cônes isotropes. A chaque élément de contact du premier 
espace correspondent deux éléments de contact du second espace 
conjugués par rapport au complexe (K') ; car, d’une façon générale, 
les points M', sont sur une droite (D') de (K^), et le plan associé 
à M' est ici le plan polaire de et inversement. 

Partons dune sphère : prenons deux génératrices d’un système ; ce 
sont des droites minima (D), (Dj), Le second système de génératrices 
est entièrement défini, car chacune d’elles doit rencontrer (D), (^D^) et 
le cercle imaginaire à Tinfini. Aux deux droites (D), (D^) correspon¬ 
dent deux points M’, Considérons une génératrice isotrope (A) 
rencontrant (D), (D^) : il lui correspond un point a’; (A) rencontrant 
la droite (D), la droite est une droite du complexe linéaire, et de 
même ; donc est le pôle d’un plan passant par Lorsque 

(A) décrit la sphère, le plan p-'^^ tourne autour de et le 

lieu de p*’ est la droite conjuguée de M'^. A la sphère correspond 
donc une droite. En partant du second système de génératrices, on obtien¬ 
dra de même une droite ; (D) et(Di) donneront les points M’, ; cette 

droite sera donc la droite M'M\, conjuguée de la précédente. Donc: à 
une sphère correspondent deux droites, conjuguées par rapport au 
comolexe linéaire iW'), 
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(Àeci peut se voir [)a.r le calcul. Prenons la droite (A], de coordoj 
nées pluckérieiuies üq, ^o» 6o, /^o? • 

(S') 6*00?'= //a-' — + A î 

la surface réglée correspoiidaate est eiig*endrée par les droites ; 

f'u) + — (/,) — CoS' = 0, 

(« 0 -' — 7o) + ^l/) ^ 0 *^' —Po~' 

obtenues en portant dans £2 = o, 0=o, les valeurs x' et tirées d< 
équations (A'). Ordonnons en r' ; il vient : 

-b >^'(«0- — Co) = O, 

[yü(.i:? + /^) + CqZ -h /3^J — \ ciq{x + ly) — 6o] = < 

Eu éliminant ou obtient la surface cherchée : 


[cç^x—îy) — q^z] 'aJ^x -i- iy) — ^oj + 

-h (üqZ — Cq) lqo(x 4- iy) + Cf^z + /?o] = < 

ou, en tenant compte de aoA.+ 

(S) ao(x^ 4- r + 2^) - bo{x — i» ~ qo{x 4- iy) — (c^ 4- ro)z •—po = < 
C’est l’équation d’une sphère; et il est facile de voir que ce peut êti 
une sphère quelconque, en choisissant (A') convenablement. 
Cherchons la conjuguée (A'^) de (A') par rapport à (K'). Soient a' 
P 0 » yV ^0 coordonnées. Nous avons à exprimer que ] 
complexe (K') et les complexes spéciaux (A% (A^^) appai'tiennent à u 
même faisceau. Ce qui donne, 1, >/ et a étant des inconnues aux 
lia ires : 

Ml,, 4- = o, 4- Vo + = O, 

4- "^'^0 + 'Pc'o 4- UL = O, IpQ 4- 0 — = 0 

Gomme les coordonnées ne sont définies qu’à un facteur près, on pei 
remplacer «o, ••• par a^o, a6o, ... ; et a'o, b'o, ... par — Vao, —Vb 

... . Gela revient à faire 1 = i, // = — i ; et donne les équatior 
simplifiées : 

Oo=:<2y, p{jZ=zpQ^ q 6*^0=Co4“tA, =/*ü — J. 

La condition 

« V ü 4- 4- c\r\ = O 

donne ensuite : 

arp. 4- CO — Tq] =z O ; 
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et, en écartant la solution banale jjt. = o, il reste : 

H- + Co — 7*0 = O. 

On trouve donc Co = 7*0 et ro = Cq, et l’on voit que Ton retrouvera la 
même sphère (S) en partant de (B\) au lieu de partir de (B'). 

E(jii€itiOTïs ds Ici tPCXTisJ^opTïicitioïi. — Les formules de la transtor** 
mation s’obtiennent par la méthode fi^énérale. On trouve : 




+ yV 

x' — q* 
q^x^ — I 
q' + x' 

: (j'od + I 
q^ + x' 


Cette transformation de Sophus Lie, changeant des droites qui se 
rencontrent en sphères tangentes, c’est-à-dire des droites qui ont un 
élément de contact commun en sphères ayant un élément de contact 
commun, réalise la correspondance signalée dans les chapitres précé¬ 
dents entre les droites et les sphères. 

Par exemple, elle transforme une surface réglée en surface canal : 
une quadrique en cyclide de Dupin ; une surface développable en sur¬ 
face canal isotrope ; une bande asymptotique d’une surface en une 
bande de courbure de la transformée ; de sorte qu’on peut direquV///» 
transforme les lignes asymptotiques en lignes de courbure. 

On vérifiera facilement qu’elle transforme un complexe linéaire de 
droites en une famille de oo^ sphères coupant une sphère fixe sous un 
angle constant ; et que cet angle constant est droit, lorsque le complexe 
linéaire est en involution avec le complexe (K'). 

La transformation de Lie en coordonnées pentasphériques. — Les 
derniers résultats deviennent immédiats, si on remarque que la 
sphère (S), qui est l’homologue de la droite (A') (de coordonnées 
pluckériennes ao, bo, Co, po, yo, ^0), a, d’après l'équation trouvée plus 
haut, pour coordonnées pentasphériques homogènes [Ch. VIIÏ, | 6, 
p. 226], 

= ^0 + po, Co= — — po), C3 = 60 -h ^0» 

C4 = -— i(bQ — yo), Cji = co + 7*0, Cg = — i(co — ^0). 

Or ce sont précisément, d’après les formules du ch. X, n® 5 , p. 280, 
les coordonnées symétriques ^^dela droite (A'). 
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Ainsi la iransforrnation de Lie se traduit par Vinterprêtatio) 
comme coordonnées pentasphériqaes de sphères^ des coordonnée 
symétriques de droites. Absolument comme la transformation pj 
dualité se traduit par l’interprétation des coordonnées de points € 
coordonnées de droites. 

V 

L’équation Ciidk = o d’un complexe linéaire devient ains 

k~i 

v 

en particulier, l’équation = o, qui exprime [Ch.VIII, | 

A‘=i 

p. ‘>26’ qu’une sphère coupe une sphère fixe sous un angle constan 
cet angle est droit, si est nul. Or l’équation du complexe (I< 
est, en coordonnées symétriques, = 0 ; de sorte que la conditic 
C^ = O exprime bien J^Gh. X, n® G] que ce complexe est en involutic 
avec le complexe -Ga/a* = o. 


Transformation des lignes asymptotiques 

5 . — Proposons-nous de trouver toutes les transformations de co 
tact qui changent les lignes asymptotiques d’une surface quelconqi 
en lignes asymptotiques de la transformée de cette surface, c’est-à-di 
qui changent toute bande asymptotique en une bande asymptotiqu 
Remarquons à cet effet qu’une telle transformation changera tou 
multiplicité jVL, sur laquelle les bandes asymptotiques ne dépende 
pas seulement de constantes arbitraires, mais dépendent de fonctio 
arbitraires, en une multiplicité Mg de même nature. Or les band 
asymptotiques (ou de rebroussement) étant définies par les équatioj 

ds—pdx — qdy = o, dpdx -f- dqdy = 0, 

on devra considérer aussi comme formant une bande asymptotiqu 
dans la question actuelle, 00^ éléments de contact ayant le mêmepoii 
c’est-à-dire un cône élémentaire ; car les coordonnées de ces élémeu 
satisfont aux équations précédentes, puisqu’elles sont telles q 
dx = dy = dz = o. 

Et, dès lors, les Mg particulières en question sônt les plans, les droit 
et les points. Les transformations cherchées échangent donc entre ell 
les figures qui sont des droites, des points ou des plans. De là pl 
sieurs cas à examiner : 

1® Si la transformation est ponctuelle, elle échange les points 
points, les plans en plans, et les droites en droites. C’est par sui 
une transformation projective (ou homographique). 
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mière espèce, c'est-à-dire fait correspondre à chaque point du premier 
espace (E) une surface du second espace (E'), elle change les points 
de (E) en plans de (E') ; et comme elle fait alors correspondre aussi à 
chaque point de (E') une surface de (E), elle change les points de (E') 
en plans de (E) ; donc elle change les points en plans, les plans en 
points, et les droites en droites. Si donc on la compose avec une trans¬ 
formation par polaires réciproques, on obtient une transformation 
homographique ; et, par suite, elle s’obtient en composant une trans¬ 
formation homographique avec une transformation par polaires réci¬ 
proques. C’est donc une transformation diialistique. 

3 ® Si la transformation est une transformation de contact de la 
deuxième espèce, c’est-à-dire si à tout point de l’un des espaces cor¬ 
respond dans l’autre une courbe, à tout point de l’un des espaces cor¬ 
respondra dans l’autre une droite. Or prenons dans l’espace (E) quatre 
points P^, Pg, P3, P4 non situés dans un même plan, et soient 
(DJ ^(Dg), (D3), (D4; les droites qui leur correspondent dans l’espace (E'). 
Il existe au moins une droite (A) ayant avec chacune des quatre droites, 
(Dj,), (Dg), (Dg), (D4) un élément de contact commun ; et à (A) devrait 
correspondre dans (E) un point, un plan ou une droite ayant un élé¬ 
ment de contact commun avec chacun des quatre points P^, Pg, P3, P4. 
Or il n’en existe pas. Donc ce troisième cas est impossible. 

Les seules transformations pouvant répondre à la question sont donc 
homographiques ou dualistiques. Mais toute transformation de con¬ 
tact changeant les droites en droites répond à la question, car elle 
changera la famille des génératrices d’une développable, dont chacune 
a un élément de contact commun avec la génératrice infiniment voisine, 
en celle des génératrices d’une autre développable ; et, par suite, la 
bande de rebroussement de la première développable en la bande de 
rebroussement de la seconde. 

On en déduit que : 

i«> Les transformations homographiques et les transformations 
dualistiques changent les lignes asymptotiques en lignes asymptoti¬ 
ques; et ce sont les seules transformations de contact possédant cette 
propriété. 

2^ Ces transformations sont aussi les seules transformations de 
contact changeant toute droite en une droite. 

Remarque. — Les transformations ainsi obtenues forment deux 
familles distinctes (transformations projectives, et transformations 
dualistiques) de cxi^Hransformations ; mais le produit de deux trans¬ 
formations dualistiques est une transformation projective, comme on 
l’a vu plus haut et l’ensemble de toutes les transformations obtenues 
forme un groupe, comme il était évident a priori. 
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Transformations des lignes de courbure 

i;, _ \ji transformation de contact des droites en sphères, de Lie, 
pormel de déduire immédiatement des résultats précédents toutes les 
transformations de contact qui chanfirent les lignes de courbure d’une 
sui face quelconque en les lignes de courbure de sa transformée. 

On \ oit de plus que ce sont aussi celles qui chang-ent toute sphère 
eu une s])hère. On peut donc dire qu’elles constituent le (jroupe des 
sp/ières. Il V en a, d'après ce qui précède, deux familles, de oci-Hrans- 
bn’mations chacune. 

(h\ aurait pu, pour obtenir le résultat précédent, refaire un rai¬ 
sonnement diiect analog'ue à celui du paragraphe 5 , en partant des mul- 
liplii'itésMopour lesquelles les bandes de courbure dépendent de fonc¬ 
tions arbitraires. 

CheTrhons, plus spécialement, celles des transformations considé¬ 
rées tjui sont des transformations ponctuelles. Dans la transformation 
de Lie, les points de l'espace (E) correspondent aux droites d'un com¬ 
plexe linéaire . K'). Les transformations cherchées proviennent donc 
des transformations projectives ou dualistiques qui laissent invariant 
ce complexe. On les obtient en composant avec la transformation par 
polaires réciproques définie par ce complexe (K^) Tune quelconque des 
transformations projectives qui laissent le complexe invariant. 

Ainsi se trouve étal die une correspondance entre le rjroupe projec¬ 
tif d un complexe linéaire et le g'roupe des transformations ponc¬ 
tuelles qui changent toute sphère en sphère. Ce dernier est, comme on 
l'a vu au Ch. VIII, | 8 , le (jroupe conforme ; on sait que ses transfor¬ 
mations s'obtiennent en combinant des inversions, des homothétieset 
des déplacements. 

Cette correspondance se retrouverait, du reste, sans peine, par l’em¬ 
ploi, indiqué ci-dessus, des coordonnées symétriques de droites, et des 
coordonnées peiitasphériques homogènes de sphères. 

Parmi les transformations de contact qui changent les lignes de 
courbure en lignes de courbure figurent les dilatations^ dans les¬ 
quelles chaque élément de contact subit une translation perpendicu¬ 
laire à sou plan et d’amplitude donnée, c’est-à-dire dans lesquelles 
chaque surface est remplacée par une surface parallèle. Elles sont 
définies par l'équation directrice {pd — æf -{-if — y)^ 4 - (5' — r)^ = 
où h est une constante arbitraire. 

Lue autre classe de transformations de contact changeant toute 
sphèi-e en sphère est définie par les équations directrices de la forme 

IW _ ■T>^2 fl,* _ ,A2 I «-^2 I -î> _ _ 
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OÙ rn est luie constante arbitraire. Chaque point r) a pour homo¬ 
logue une sphère qui coupe le plan des xy sous un angle V constant 
(cotg V = m/j:le cercle d’intersection étant celui suivant lequel le 
cône isotrope de sommet (as, y, r) coupe ce meme plan. 

Ces transformations sont dites transformations par semi-plans réci¬ 
proques (Kiheincouv, LagiieiTe, Darboux), parce qu’elles changent un 
plan en un couple de plans, passant par la droite d’intersection du pre¬ 
mier avec le plan des xy ; et parce qu’elles sont involutives, réquation 
qui les définit étant symétrique par rapport aux deux systèmes de 
coordonnées {x, y, r) et(,r’,y', 5'). 

Parmi les transformations considérées figurent aussi les transforma¬ 
tions de Ribaucour qui seront définies au chapitre XIIL 

Remarque. — On démontre que les deux familles de transforma¬ 
tions du groupe des sphères sont définies, quand on définit une sphère 
par ses six coordonnées homogènes pentasphériques, par les transfor¬ 
mations linéaires et homogènes orthogonales portant sur ces six 
variables. Les deux familles se distinguent par la valeur (-f 1 ou — i) 
du déterminant de cette substitution. 


Transformations apsidales 


. Signalons enfin une classe importante de transformations de 
contact, définies par deux équations directrices. Chacune correspond à 
un point de l’espace, ou pôle de la transformation. Si on prend le 
pôle pour origine des coordonnées, les équations directrices de la 
transformation sont : 

(0 ( xx! + yf -f -sr-' = 0. 


Cette transformation dite apsidale, est donc involutive,et transforme 
chaque point M en un cercle : c’est le cercle de rayon OM, qui a O pour 
centre et la droite OM pour axe. 

On peut, par suite, obtenir la transformée d’une surface (S) en la 
coupant par les divers plans (O) passant en O, et en portant sur la nor¬ 
male en O à chacun de ces plans, des longueurs OM ég-ales aux rayons 
des cercles de centre O, situés dans le plan considéré, et tangents a la 
surface (S). Ces rayons sont, du reste, les longueurs des normales 

menées de O à la section de (S) par le plan (n). 

La surface apsidale d’une sphère est un tore. - Soit, en ettet, C 
centre de la sphère (S), et (n„) un plan passant par OC; soit (y) le cei- 

Tout nlan fni nemendiculaire 
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à (IIq), mené par 0 , coupe (y) suivant une corde AB, et OA, OB sont les 
normales menées de 0 à la section de la sphère par (üj. La perpendicu¬ 
laire menée par 0 à (II) est, de plus, située dans (Ho) ; on obtient donc 
les points P situés dans le plan ( 0 ) en faisant tourner la corde AB dans 
le plan (ïlj d’un an§*le droit autour de 0 , dans un sens ou dans Tautre. 
Cette opération, répétée sur toutes les cordes de (y) qui passent en 0 , 
donne deux cercles (y^) et (yg), symétriques par rapport à OC, obtenus 
en Faisant subir à (y) les deux mômes rotations. Ces cercles constituent 
la méridienne de la transformée de (S) qui doit être, comme (S)^ de 
révolution autour de OC. Le théorème est donc démontré. 

Surface des ondes, — Par définition, la surface des ondes est la 
transformée apsidale d’un ellipsoïde par rapport à son centre : on l’ob¬ 
tiendra donc, d’après ce qui précède, en portant sur chaque diamètre 
de l’ellipsoïde, à partir du centre, et de part et d’autre, des longueurs 
égales aux demi-axes de la section centrale perpendiculaire à ce dia¬ 
mètre. 

Nous la calculerons directement, en complétant les équations de la 
transformation. Nous devons écrire à cet effet, d’après la théorie géné¬ 
rale des transformations de contact, l’identité : 

dz’ — fdx '— fdf — ), (dz — pdx — qdy) = 

P {xdx + ydy zdz — x'dx^ — fdf — z^dz') 
± 7 {xdx' + ydy' + zdz' -f cc'dx + y'dy + zfdz), 

qui donne, par identification : 

l = — pi:' + 55, —p'=z — ^'-lr<sx, (f— ; 

— A =05-1- = pJC -f ax'y 'kq = py -{- tsy', 

On en conclut, en éliminant, a, p et g: 

( P (y- — ^y') +q(2x' — æz') = {xy' — yx'), 

(2) < p' {y^' — zy') -P q' {zx — xz') = {xy' — yx'\ 

\ PP + = 

L’interprétation est immédiate. Soit M le point, et (P) le plan 
de l’élément de contact (oî, y, 5 , p, q) ; M', (P') le point, et le plan, de 
l’élément y\ z', p', q'). Le rayon OM', déjà perpendiculaire et égal 
à OM, est dans le plan normal à (P) mené par OM. La normale à (P') 
en M'est dans ce même plan MOM', et elle est perpendiculaire à la 
normale à (P). 

On a ainsi la définition complète de la transformation des éléments 
de contact. 

Cela Dosé, si on nart de rellinsinïrlp 
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( 3 ) ^ + + = 

la première des équations (2), s’écrit: 

JL 

X y s ~ 

x' y' 5 ' 

et équivaut à des relations de la forme ; 

(4) '^x' [/.y = a^, a'r'=S a'j. 

La seconde des équations (i), donne alors, en tenant compte de la 
première et de ( 3 ), 

0 = 1 — 4 - + 5 ^), ou [I = . 

Il ne reste plus qu’à porter les valeurs de x, y, 5 , tirées des équa¬ 
tions ( 4 ), dans la combinaison homogène de la première équation (i) 
et de ( 3 ) : 


On obtient, en supprimant les accents, 


•=0, UL = 




ou, après réductions, 

la^x^. — S (è 2 + c^) a^x^ + = o. 
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Théorème de Dupin 

1. — L emploi des coordonnées rectang'ulaires revient à définir cha¬ 
que point comme l’intersection de trois plans, respectivement paral¬ 
lèles aux trois faces du trièdre de coordonnées, et, par conséquent, 
orthoj^onaux deux à deux. Il est donc fondé sur la considération de ce 
système triple orthogonal^ formé de trois familles de plans, tels que 
chaque plan d’une des familles soit orthog-onal à tout plan de l’une des 
deux autres familles. 

On peut i^énéraliser et employer comme surfaces coordonnées un 
système triple quelconque, formé de trois familles de surfaces : 

(1) ÿ, r) = U, ^h(æ, y, t) = o, y, s) = w. 

Chaque point P (.r, y, s) trouvera ainsi défini par les paramè¬ 
tres n, w des trois surfaces coordonnées qui se coupent en ce point ; 
et ces valeurs de n, w seront ses coordonnées curvilignes dans le 
système de coordonnées ainsi défini. 

Ces formules (i) transforment les coordonnées x, z en coordon¬ 
nées w, 0, w. Si nous résolvons les équations précédentes en y, 5 , 
ce que nous supposons possible, nous aurons des formules équiva¬ 
lentes : 

(2) x=f{u,ü,u>), y = g{ii,v,w), z=h[u,ü,w). 

On emploie en général un système triple orthogonal. Cherchons 
donc à exprimer que les équations (i) ou (2) définissent un système 
triple orthogonal. Les intersections des surfaces deux à deux doivent 
ôtie orthogonales. Les surfaces des trois familles s’obtiendront en fai¬ 
sant dans (2) successivement u = c*®, v = c^e, w — c*®. 

Les intersections des surfaces deux à deux sont respectivement; 

- rtlf» XI _ rttftX /... _ „ _ ..tûN /._ _tû _ _+«\ 
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elles directions des taiig-eates sont respectivement : 

hL M. ^ 

Za ’ Zii ’ t>tt ’ ’ Dn ’ Dü ’ i^w ’ Ziv ’ 

Les conditions d’orthoffoualité sont doue : 


( 3 ) 


dv Da ’ 


?K r»?» 


Interprétons ces conditions. Prenons la surface lo = c*®. La troi¬ 
sième condition exprime que sur cette surface les lignes ii = c‘®, 
V = c*® sont orthogonales, et les deux premières expriment que 

^ — est une direction perpendiculaire aux tangentes à ces deux 

r^w 7SW <yw 

courbes, et par suite, que c^est la direction de la normale ; soient /, ///, n 
les trois coefficients de direction de cette normale. Ditférentions la 
troisième relation par rapport à w : nous obtenons : 

Dü TSO'iyw Dy 


ou : 


Or; 

d’où : 


Za d-v ~ 




O, 


T^Ud^V t^ll 




dii:>v ’ 


la condition précédente s’écrit donc : 

v/jiL=: 0 , 

:>u 7 ^v 

ce qui exprime (ch. II, | 3 , p. 27) que les lignes u = c'®, £> = c‘®, c’est- 
à-dire les intersections de la surface w — c'^ avec les surfaces a = c‘e 
et y ^ yte sont conjuguées sur cette surtace. Comme ces courbes sont 
déjà orthogonales par hypothèse, ce sont des lignes de courbure. 
D’où le Théorème de Dupin : sur chaque surface d’unsystème triple 
orthogonal, les intersections avec les autres surfaces de ce système 
sont des lignes de courbure. 
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Equation aux dérivées partielles de Darboux 


2. — Proposons-nous de rechercher les systèmes triples orthog*onaux. 
Prenons une famille de surfaces : 


(1) 5) = M 

et chej'clîons à déterminer deux autres familles constituant avec celle-ci 
un système triple orthogonal. Prenons dans l’espace un point M ; par 
ce point M passe une surface «/prenons les tangentes MT, MT' en M à 
ses lignes de courbure. Ces droites sont parfaitement déterminées ; 

p, — I sont les coefficients de direction de MT, ce sont des fonc¬ 
tions connues de x, z. De même pour MT'. Il faudra alors qu’en 
chaque point M, une surface d’une autre famille, par exemple : 

(2) y. z) = «, 


soit normale à MT ; il faudra donc que p, q soient les dérivées par¬ 
tielles de Z par rapport kx^ y{z étant défini par l’équation précédente)^ 
donc que soit solution du système : 


( 3 ) 


îi: 

DJ? 


+ ,|i=o. 


q 


^= 0 . 


Ces équations ne sont pas compatibles en général : pour qu’elles le 
soient, il faut et il suffit, d’après la théorie des systèmes complets 
d’équations linéaires homogènes aux dérivées partielles, que p eX q 
satisfassent à la condition : 


( 4 ) 


^ ^z ^y 



obtenue en éliminant 6 , par différentiation, entre les deux équations 
précédentes. C’est une équation aux dérivées partielles du troisième 
ordre, puisque /?, q s’expriment en fonction des dérivées premières et 
secondes de c par rapport à æ, y, 5 . Ainsi donc une famille de sur¬ 
faces données ne peut en général faire partie d'un système triple 
orthogonal. Si la condition ( 4 ) est*réalisée, la solution générale des 
équations ( 3 ) est une fonction arbitraire d’une fonction déterminée de 
y, Z \ et nous avons une deuxième famille de surfaces entièrement 
déterminée, dont chacune coupe à angle droit chacune des surfaces (S) 
de la famille o (x, y, z) = const. suivant une ligne de courbure de 
cette surface (S). Alors, d’après le théorème de Joachimsthal, l’inter¬ 
section de chaque surface (SJ de cette seconde famille avec chaque 
surface (S) de la première est aussi ligne de courbure sur (SJ. 
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En résumé nous avons deux familles de surfaces : 


(S) 0 {æ, TJ, z) = const. 

(Si) ^ 5) =r const. 

qui se coupent orthog-onalement suivant des courbes, dont chacune est 
ligne de courbure à la fois pour les deux surfaces correspondantes. Il 
reste à étudier si Ton peut déterminer une troisième famille de surfaces 

(Sg) X {x, y, z) = const. 

qui constitue avec les deux premières un système triple orthogonal, 
c’est-à-dire à étudier le système d’équations linéaires aux dérivées par¬ 
tielles dont dépend la fonction inconnue x • 


' i^x ^ T^y ' T^y Di: ’ 

Tyx ' <>y ' ii^y ' Dr 

Introduisons, pour abréger, les opérateurs différentiels : 

A/' —^ ^ 

^x' Tsx^ ^y ' ^y ' 

B/* = ^ ^-4-^ ^ y 

Tyx* Tyy ' ^y Dr ' i>r * 

D’après la théorie des systèmes complets d’équations linéaires, la 
condition nécessaire et suffisante pour que le système ( 5 ) soit intégra¬ 
ble est que l’équation : 




.^+( 

\ ?i_ 


•? + ( 

A^ — 

B® 

\ aj5 

eæ/ 

Zx^ \ 



^ \ 

Dr 

Dr/ 


soit une conséquence algébrique des équations ( 5 ), c’est-à-dire que ç et 
tL satisfassent à la condition : 


(6) 



_B^ 

Dy 


1>X 

aa; 

DOî 

Da? 

A^ 

_BÎ? 

Dy 

Dt^ 


^y 



4 ^ 

-B^ 

Dr 

Dy 

Dr 

Dr 


Cette coûdition se simplifie. Remarquons en effet que : 



<:il\PlTRE XII 


V ^ n^=^± J. 4- Ü 

“ ‘ rj-r*r\ r»i ‘ TinîX.T îir rt'-rV 


î>'|/ 

SrSô* 


^ D-y î>*^ 

d 5;^ ‘ ^ïj'Tîi^ 

? l î>*i» ?ç* t>*,^ D© DiL y 

/ DÏ Sî* ôy ^ 2>i: y 

d'où, à cause (le rorthoc;'oiialité des surfaces (S) et (S^), rideiitité, 


A 


D.r 


U 


et, de même, les identités uiialog'ues: 


a^ + b|£ = o, 

^!/ 

Par suite, la condition (6) devient : 


-'g + Bg = o. 


^ î^-ip t>ç» D’L 

?x dx 

^ D-^ 

Dy Jj} 

^ :>Ÿ 


A 


■ 




Or, pour une valeur quelconque de j?, y, r, les dérivées ^ ^ 
les coefficients de direction /, /n, n delà normale à celle des surfacei 
qui passe par le point de coordonnées j?, y, 5; et ^ ^ ^ ^ 

^■iEî D*^ Ds^ 

coefficients de direction de la normale à celle des surfaces (S) qui j 
par ce même point, c’est-à-dire de la tang’ente à une lig*ne de cour 
de (S,) ; en désignant par dx, dy, dz un déplacement effectué sui 
la direction de cette tang'ente, on aura ; 


— _ dx, —= dy, ^ — l.dsx 


et, par suite. 


^+ i ^-)='^di ; 

et, de même, 

A^=l.dn. 

La condition (7) deviendra donc : 
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dl dæ l 

dm dij m 

dn dz n 



O. 


Elle est satisfaite, puisque le déplacement dx^ dy^ dz a lieu suivant 
une li^ne de courbure. 

La condition d’intégrabilité du système ( 5 ) est donc remplie, et la 
troisième famille (Sg) existe toujours et est entièrement déterminée. 
D’où les résultats suivants : 

Il existe une équation aux dérivées partielles du troisième 
ordre (l’équation (4)) qui exprime la condition nécessaire et suffi¬ 
sante pour quune fonction o (x, y, z) fournisse une famille de sur¬ 
faces (S) faisant partie d'un système triple orthogonal Si la famille 
(S) est donnée^ les deux autres familles (S^ Qt (Sg) sont entièrement 
déterminées, 

2® Pour que deux familles de surfaces,^ (Si et fassent partie 
d'un système triple orthogonale^ il faut et il suffit qu elles se coupent 
à angle droit, et que les intersections soient lignes de courbure sur 
les surfaces (S), ou sur les surfaces (Sj). 

On remarquera enfin, que si l’on connaît les lignes de courbure (Gj) 
des surfaces (S^) par exemple, qui ne sont pas les intersections^ des 
surfaces (SJ et des suidaces (S), et les lignes de courbure (G) d une 
seule surface (S), chaque surface (Sg) sera engendrée par les courbes 
(GJ qui s’appuient sur une même courbe (G). 


Systèmes triples orthogonaux contenant une surface 

3 . On reconnaît facilement qu’une surface quelconque douuée 
peut faire partie d’un système triple orthogonal. Traçons, en eflet, 
sur cette surface (S) les lignes de courbure, et menons les normales a 
la surface en tous les points de ces lignes ; elles engendrent deux 
familles de développables orthogonales à la surface donnée. En adjoi¬ 
gnant à la surface (S) les surfaces parallèles, on a un système triple 

orthogonal. ,, • 

Remarque I. - Les surfaces parallèles à uae surkce (b eu déri¬ 
vent par la transformation de contact definie par 1 équation 

{X-xf + Çi-yf + (Z- 5)^ - = O 

où /• est une constante arbitraire ; en effet la surface 
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sur la surface (S). (Jette traiisforniation de contact s’appelle, comme 
nous l’avons vu, dilatation [Cf. Ch. XI, § 6]. 

Jientarc/iie IL — Lorsqu’on sait qu’une lamille de surfaces (S) 
appartient à un système tri])le orthogonal, la détermination des deux 
auti^es familles de ce système triple peut se faire ainsi : on détermine 
sur une de ces surfaces (S) les lignes de courbure ; et on cherche, 
d’autre part, les courbes (T), trajectoires orthogonales des surfaces (S). 
Les autres familles du système sont engendrées par les trajectoires 
orthoifonales (T) qui s’appuient sur les lignes de courbure trouvées. 
Dans le cas particulier d’une famille de surfaces parallèles, les trajec¬ 
toires orthogonales sont les normales à ces surfaces, et on i^etrouve le 
mode de construction indiqué ci-dessus. 

Systèmes triples orthogonaux contenant une famille 

de plans 

4 - — Considérons une famille de plans (P) ; les trajectoires ortho¬ 
gonales sobtienneut, comme on l’a vu à propos des surfaces moulures 
’Ch. Vil, i G], en faisant rouler un plan mobile sur la développable 
enveloppe des plans (P). Prenons dans le plan deux systèmes de cour¬ 
bes orthogonales, ce qui est toujours possible, car si nous nous don¬ 
nons l’un des systèmes 

9(jc, y) = a, 

l’autre se détermine par l’intégration de l’équation : 

dx _ 

J© 

Oji* T^y 

On engendrera les autres familles du système triple orthogonal au 
moyen de ces courbes des plans (P), assujetties à rencontrer les tra¬ 
jectoires orthogonales ; ces familles sont ainsi constituées par des sur¬ 
faces moulures. On peut ainsi, au moyen du Théorème de Dupin, 
retrouver leurs lignes de courbure. 

Systèmes triples orthogonaux contenant une famille 
de sphères 

— Le lait que toute famille de plans fait partie d’un système 

'♦«t'Tkïïi /MrrI U 1 r... J X ^ ± x_ . 1 11 l 
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ligne de courbure du plan ; de sorte qu’une famille de surfaces ortho¬ 
gonales aux plans donnés satisfera à la condition nécessaire et suffi¬ 
sante pour qu’il existe une troisième famille complétant le système 
triple orthogonal. 

Le même fait sera donc vrai aussi pour une famille de sphères. Et 
pour déterminer un système triple orthogonal quelconque contenant 
la famille de sphères (S) donnée, il suffira : de prendre sur une des 
sphères deux familles de courbes (Cj, (GJ orthogonales; 2® de déter¬ 
miner les trajectoires orthogonales (T) des sphères (S). Car alors les 
courbes (T) qui s’appuient sur les courbes (C), et les courbes (T) qui 
s’appuient sur les courbes (G^) engendreront les surfaces des deux 
familles (S^) et (So) formant avec les sphères (S) le système triple 
cherché. 

Tout revient donc à résoudre deux problèmes suivants : détev- 
miner sur une sphère un système orthogonal quelconque ; 2® déter¬ 
miner les trajectoires orthogonales d'une famille de sphères. 

Le premier problème se ramène immédiatement au problème ana¬ 
logue dans le plan au moyen d’une projection stéréographique. 
Etudions le second : 

Si nous considérons deux sphères de la famille, les trajectoires 
orthogonales établissent entre elles une correspondance point par 
point, et cette correspondance, d’après ce qui précède, sera telle qu’à 
un système orthogonal sur l’une des sphères corresponde un système 
orthogonal sur l’autre. Or deux directions rectangulaires sont conju¬ 
guées harmoniques par rapport aux directions isotropes. D’autre part, 
dans une correspondance ponctuelle quelconque entre deux surfaces, 
le rapport anharmonique de quatre tangentes est un invariant ; car on 
peut supposer la correspondance exprimée de manière que les courbes 
coordonnées u = const., v — const., soient homologues, de sorte que 
les points homologues aient mêmes coordonnées curvilignes (m, ü); et 
alors le rapport anharmonique de quatre tangentes et celui des quatre 
tangentes homologues sont égaux au même rapport anharmonique 

des quatre memes valeurs du rapport^ .Donc, dans la correspondance 

considérée, les directions isotropes sur une des sphères se transfor¬ 
ment en directions isotropes sur l’autre. Les génératrices rectilignes 
de l’une des sphères se transforment donc en génératrices rectilignes 
de l’autre ; et le rapport anharmonique de deux directions quelconques 
avec les directions isotropes restant constant, les angles se conservent ; 
la transformation établie entre les sphères d'une famille a un para¬ 
mètre par leurs trajectoires orthogonales est donc une transforma- 

itnrt /»/!/V» /> 
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Soit alors : 


^ J ; l{x — — R2 = O, 

réquatioa !,-éuérale des sphères considérées, dépendant d’un paramè¬ 
tre t : les considérations précédentes nous conduisent à introduire les 
aéiiératrices rectilignes. Posons donc : 


<l'ûù : 


X — -r i{y — ÿj = [{- “ •^o) + 

X — -A — à ÿ — ÿo) = — y l(^ — -o) ■" 

./• — Xq — i{y — ÿo) = l(® ■“ -») + > 


JC — A + ’\y — ’ 

x — x, - /•(ÿ-y„) = Ry|^- 


Les équations différentielles des trajectoires orthogonales sont ; 


ilx dy d: _ d(x+ iu) _ d{x - in\ 

x-x„~ — x — x^ + i{y—y^) x — — i{y — tjo)’ 

en égalant le troisième rapport successivement aux deux derniers, et 
posant : 


^7 4 _"i" ^//u) ,7U _ ^yo) 

CL\-^ 2R ^ 2R 



on obtient les deux équations de Riccati, 


( 3 ; 


— =:a2— ' 

dt ^ dt dt dt ’ 


da 

dt 



, f/G 


<m 

dt 


On peut vérifier que, A et B étant, dans le cas où on opère sur des 
sphères réelles, des quantités imag’inaires conjug*uées, les solutions de 
la seconde de ces équations de Riccati sont des imag-inaires conjug*uées 
de celles de la première ; de sorte que tout revient à intégrer Tune 
d’elles. 

Si on connaît une trajectoire orthogonale, on connaît une intégrale 
de chaque équation, et la résolution du problème est ramenée à deux 
quadratui*es. Si on connaît deux trajectoires orthogonales, on n’a plus 

nil’linp rrnOflrQ-f II tl liffû/v+llût» • ûf C>î l-kr» /»/M-»nr.iï+ 4ni^Ci7> 
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orthogonales, le problème s'achève sans quadrature. L’iiitém-ale tréné- 
rale de la première équation est alors fournie par la formule : 

} . k-->i _ ~ >.1^ V— 

A — ><2 À3 — ),2 — /o® /.3O — ) lO ’ 

en désignant par 1 indice zéro les valeurs qui correspondent k f =: 
C’est donc une relation de la forme : 


PÀo -f 0 * 


On aura de même, pour la seconde équation de Riccati, une inté¬ 
grale de la forme : 


IL 


Rgo + S 
Ta» + U ’ 


les quantités complexes R, S, T, U étant, du reste, respectivement con¬ 
juguées de M, N, P, Q. 

Ces déux formules définissent la correspondance établie par les tra¬ 
jectoires orthogonales entre la sphère qui correspond à la valeur du 
paramètre, et la sphère qui correspond à la valeur / du paramètre. 

On reconnaît ainsi que cette transformation change les cercles d’une 
des sphères en cercles de l’autre ; car les cercles, sections planes de la 
sphère représentée par les équations (2), sont définis par une relation 
homographique en \ p.. Par projection stéréographique, elle devien¬ 
drait une des transformations planes du groupe des rayons vecteurs 
réciproques [Ch. VIII, p. 286]. 


Systèmes triples orthogonaux particuliers 


6. — Rappelons, comme systèmes triples orthogonaux particuliers, 
le système des quadriques homofocales : 




-h 


/ 


1=0; 


et le système des cyclides du quatrième degré homofocales [Ch. VIII, 

i 7]^ 

a ^ X + 6—> C —). 4RK^ - À) - X) 

On vérifie qu’on obtient un autre système, formé de cyclides de 
Dupin du troisième degré, en considérant les surfaces lieux des points 
de contact des plans tangents menés, par un point d'un des axes, 
à une famille de auadriaues homofocales. 



CHAPfTRE XIII 


CONGRUENCES DE SPHÈRES ET SYSTÈMES CYCLIQUES 


Généralités 


1. — Nuus appellerons congruence de sphères une famille de 
x'" sphères : 

/; g, h. r étant fonctions de deux paramètres «, v. Le lieu des centres 
de ces sphères est une surface (Sj : 

(S) .r =/(//, n), y = g{ii, n), r = /i(«, v). 

Lherclions 1 enveloppe de ces sphères. A l’équation (i) nous devrons 
adjoindre les deux équations : 


(?) 





—/) ^ + r — 


O. 


Ces équations (2) représentent une droite, donc l’enveloppe des sphè¬ 
res (2) touche chacune de ces sphères en deux points, que l’on appelle 
points focaux \ 1 enveloppe (F), que l’on appellera surface focale, se 
décompose ainsi en deux nappes (Fj), (F.,). 

Considérons dans la congruence (i) une famille de oo* sphères (S) ; 
il suffit de définir «, v en fonction' d’un paramètre t ; ces sphères 
admettent une enveloppe, qui touche chacune d’elles le long d’un 
cercle caractéristique dont le plan a pour équation : 

( 3 ) '-{x-f)df+rdr = o. 

Lorsque les expressions de a, v en fonction de t varient, tous ces cer¬ 
cles caractéristiques passent par deux points fixes, qui sont les points 
focaux de la sphère considérée. Les enveloppes ainsi obtenues corres¬ 
pondent aux surfaces réglées des congruences de droites ; on peut les 
appeller surfaces canaux de la congruence (i ). 

Cherchons parmi ces surfaces canaux celles pour lesquelles chaque 
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sphère est tangente à la sphère infiniment voisine. Ce sont en réalité 
des surfaces réglées à génératrices isotropes [Ch. VIÏI, | 3 , p. 171' . 
Le cercle défini par les équations (i), ( 3 ) doit se réduire à un cou¬ 
ple de droites isotropes; le plan ( 3 ) doit donc être tangent k la 
sphère (i), ce qui donne la condition : 

( 4 ) = O, 

équation difterentielle du premier ordre et du deuxième degré ; il y a 
donc deux familles spéciales de sphères, dans lesquelles chaque sphère 
touche la sphère infiniment voisine. Le point de contact est défini par 
les équations suivantes, que Ton obtient en écrivant les équations de 
la normale au plan ( 3 ) menée par le centre, et en tenant compte 
de (i) et de (4) : 

(â) — — — r 

^ ‘ df dg dh ~ dr ' 

On voit que d/, dg^ dh sont les coefficients de direction du rayon du 
point de contact ; les cosinus directeurs sont : 

__ (Ih 

riv ’ dr ’ dr 

Soient I, l'les points de contact ainsi trouvés. L'équation ( 4 ) définit 
sur la surface (S) deux directions (üI, wF ; soient M, M' les points de 
contact de la sphère (S) correspondante avec la surface focale (F) ; 
la droite MM' est représentée par les deux équations (2), ou encore, 



puisque les points M, M' sont sur tous les cercles caractéristiques, par 
les deux équations (3) qui correspondent aux enveloppes spéciales 
(surfaces canaux isotropes) ; or dans ce cas Féquation ( 3 ) représente le 
plan tangent à la sphère en Fun des points I, F ; donc les droites IF, 
MM' sont polaires réciproques par rapport à la sphère (S). On voit, du 

dü 

reste, que si, dans les équations ( 5 ), on considère le rapport — comme 
variable le point qu'elles définissent décrit une droite, qui, pour 
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ffv =. U, el dn — o, cüiitieHt Ips [»oles des deux plans (2). Cette 
di‘nitp, «|ui est la druite IT, est donc bien la conjuguée de MM'. 

Si nous suj^posoiis que .X) soit une sphère réelle, I, V sont imae;*i- 
uaires dans le cas où M, M' sont réels ; et inversement. Nous dési«*ne- 
itiiis [laidD; la droite MM', et par(A-la droite II'; wl, wl' sont dans le 
plan tanu’eut en to à la sui-face i^S): MM' est perpendiculaire à ce plan 
tanyent; les points M. M', et par suite les droites wM, wM' sont symé- 
tiiijues par lappoit à ce plan tang*ent. 

Remarquons maintenant que oi.M est normale à la première nappe 
tle la surface focale, et fuM' normale à la seconde ; et considérons ojM 
comme un j-ayon incident, et 6 jM' comme le rayon réfléchi sur la sur¬ 
face (Sj. Nous avons ainsi une congruence de normales qui se rétïé- 
chil sur la surface S) suiNant une con^Tuence de normales. La sur¬ 
face -S) peut être (|uelconque, ainsi que la surface (FJ. Considérons, 
en elfet, les sphères ayant leurs centres sur (S) et tang-entes à (F^) ; 
Fp sera rune des Jiappes focales de la cong'ruence de sphères ainsi 
obtenues, et la congruence des normales à (FJ se réfléchira sur (S) 
suivant la eon«'ruence des normales à (F^) deuxième nappe focale. 
iJ'ou le Théorème de Malus : Les rayons normaux à une surface 
qaelronqne se réfléchissent sur une surface quelconque suivant les 
normales a une nouvelle surface, 

fie Théorème s'étend, comme on va voir, aux rayons réfractés, 
Rejireuons, à cet effet, la construction classique d’Huyg'hens. Consi¬ 
dérons une sphère de centre w ; soit 



foM le rayon incident, wN la normale 
à la surface réfring*eate ; et soit n 
Firidice <le réfraction. Construisons 
une deu.xième sphère de centre w et 
dont le rayon soit dans le rapport n 
avec le rayon de la première. Considé¬ 
rons le plan tangent en w à la surface 
réfringente. Au point M où le rayon 
incident rencontre la première sphère, 
menons le plan tangent à cette sphère. 


qui coupe le plan wT suivant une 
droite (T;: et par la droite iT) menons le plan (T)P tangent à la 
seconde sphère. En appelant i, T les ang;*les de wM et wP avec toN, on 


a immédiatement : 
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Sin / 6 jP 
—T = -—= n. 

SID i wM 

Donc wP est le rayon réfracté. Partons alors d’une con«Tuence de nor¬ 
males, soit (F^) la surface normale et (S) les sphères tanfi[’entes à 
dont les centres w sont sur la surface réfringente ; pour construire les 
rayons réfractés, il faut considérer les sphères Çi') concentriques aux 
sphères (S) et de rayon nr. Or la droite (A) relative aux sphères (S) est 
déhnie par les équations (5) où du, do sont variables; et ces équations 
ne changent pas lorsqu’on remplace r par nr. La droite (A) est donc la 
meme pour une sphère et pour la sphère (!') concentrique. Comme, 
d’autre part, elle est dans le plan tangent à (S) en w, et dans le plan 
tangent en M à (S), c’est la droite (T) de la construction d’Huyghens ; 
et comme elle garde la même signification pour elle appartient 
aux plans tangents communs à (S') et à son enveloppe. Donc P est Fun 
des points de contact de (Z') avec son enveloppe, et les rayons réfractés 
(i)P sont normaux à l’une des nappes de la surface focale de la con¬ 
gruence des sphères (S'). 


Congruences spéciales 

2 . — A la congruence de sphères considérée nous avons associé 
quatre congruences de droites : celle des droites wM normales à (F J, 
celle des droites wM' normales à (Fg), celle des droites (A), et celle des 
droites (D). 

Supposons M, iVr confondus sur chaque sphère (^) ; ils sont con¬ 
fondus aussi avec I, V ; les deux nappes focales sont confondues ; 
alors le lieu des points I, P confondus qui correspond à chaque famille 
de sphères (S) satisfaisant à la condition (4) est une ligne de courbure 
de la surface focale double (F); et les sphères (S) de cette famille sont 
les sphères de courbure correspondantes. La congruence de sphères 
est alors constituée par les sphères de courbure d'une surface (F), 
qui correspondent à lune des familles de lignes de courbure. 

Réciproquementi considérons une surface (F) et ses sphères de 
courbure ( 2 ) d’une même famille ; la surface (F) est surface focale 
double de la congTuence de ces sphères de courbure. Car l’un des 
points I 5 r appartenant à (F), qui fait partie de la surface focale, 
est confondu avec un des points M, M'. Les deux droites conjuguées (A) 
et (D), se rencontrant, sont tangentes à (S) au même point; et les 
points I, r, M, M' sont confondus en ce point, On retombe donc bien 
dans le cas considéré, 
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Toutes les, fniitîrueuees de droites considérées se réduisent ici 
à ti*ois : celle des normales à la surface (P), celle des droites (Dj tan- 
‘»;entes à une famille de lii^iies de courbure de (^F), et celle des droi¬ 
tes tan ironies il Taulre famille. La surface,(S) est alors lune des 
nappes de la développée de la surface focale double. Aux lig‘nes de 
courbure, intég’rales de (4)? correspoml sur la surface (S) une famille 
de gréodésiques Ch. VII, ^ 2 . 


Application à la recherche des géodésiques 


On est ainsi conduit à déterminer les «“éodésiques de (S) en écrivant 
que l'équation (4! a une racine double en dv. Cette équation 
s’écrit, avec les notations habituelles pour le ds^ de (S) [Ch. II]. 

fi) Mu^- 4- stFdudo + Grfi)5 _ ^ rfüV = O, 

'a// t>a / 

ou : 

[^ - ( ^ f] + f- (^)l 

Pour qu'il v ait une racine double, il faut et il suffit que : 


ou 

* 7 ) 


H-_rE(2i:y_,Fîî;^+GW‘l=o 

L :sii J 


équatiou aux dérivées partielles qui détermine r. Ayant calculé r, 
on obtiendra la famille de géodésiques correspondante par Tintégra- 
tion de Téquatiou différentielle ordinaire qu’on obtient en égalant 
a zéro la racine carrée du premier membre de ( 6 ) ; ce dernier est, 
en effet, à cause de la condition ( 7 ), le carré d'une forme linéaire 
en du, diK 

Les courbes de (S) définies par la condition /• = const. ont, de 
plus, la signification géométrique suivante. Si cette condition est 
réalisée, le centre w de ( 1 ) décrit sur (S) une courbe (y), et le point de 
contact M de (S) avec (F) décrit sur (F) une courbe (;/). Comme coM 
est normale à (F), (y') reste orthogonale à wM ; et, comme toM = r 
est constant, (y) est aussi orthogonale à chacune des droites coM ; et, par 
conséquent, (y) coupe à angle droit chacune des géodésiques considé¬ 
rées, puisque, en chaque point o) de (S), cuM est tangente à une 
de ces géodésiques. 
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Donc les courbes r = const. de (S) sont les trajectoires ortho«*ona- 
les crune famille de g-éodésiques [Cf. Ch. III, | y]. On le vérifie immé¬ 
diatement en remarquant que Téquation ( 6 ), ayant pour premier 
membre un carré parfait, a pour conséquence, quels que soient lu et oiJ, 

(Edii + Frfu) 8 « + {¥dii + Gdü)lv = (g ^ Ç 5 « + 

+ du + ^ do\ — 8 u = dror. 

\:yif 7Sü ) D/» 

Le premier membre s’annule donc si on suppose ôr = o ; ce qui 
exprime bien l’orthogonalité des géodésiqiies considérées et des cour¬ 
bes r = const. 


Théorème de Bupin 


3. — Supposons que la surface focale (F) ait ses deux nappes (Fj 
et (Fg) distinctes, et étudions leurs relations avec la surface (S), lieu 
des centres des sphères (S). Les cosinus directeurs de wM, normale a 
une des nappes, sont, en désignant par y, z les coordonnées de M, 


d’où, pour les équations de la nappe focale considérée, 

( 8 ) x=f-\- V, IJ = g \xr, 5 = A -f vr. 


Portons ces valeurs de a?, z dans les équations ( 2 ) ; elles devien¬ 
nent : 


(9) 


lyu 


n»Z + ?^:=o. 

ZVy ^ î>r 


Ces équations, jointes à 11-= i, définissent les deux systèmes de 
valeurs de a, p, v, qui correspondent aux deux nappes. 

Soient f, i' les angles de wM et o)W avec la normale wN au lieu (S) 
du centre w ; ces angles sont supplémentaires, cos i'= — cos / ; et si 
l, m, n sont les cosinus directeurs de wN, 

( 10 ) cosf=Sl/. ^ 

Calculons l’angle /. Il suffirait de tirer \ p, v des équations ( 9 ) et ( 10 ) 
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et de porter le^ valeurs obtenues dans = t. Pour éviter ce calcul, 
nous emploierons une autre méthode. Dans le 
W| plan tansrent à (S), soient ojü, a)V les tan§‘en- 

j 5 tes aux courbes n = c^e, //= dirigées 

! Æ «lans le sens des n et des o croissants. 

l j\ (‘osinus directeurs de wL sont : 

/ i)”- 

i V (Jeux de û)V sont : 

\ J— — — 

^ ’ \ G ^ ' v'G ’ 

Soit tuo le \eeteur, de lonouenr i, porté par la demi-droite o)M ; ses 
projections orthog’ouales wx, sur wL , wA sont, d après les lormu- 

il)' 


wx = A = 


üS = B: 


Le sinus de i est la projection wo' de wô sur le plan UOV, et tout 
revient à calculer foû'. Soit 0 raojS(‘le de wü et ùjV : 


cos 6 = - 


. ^ v'EG~F2 h 

siu 9 = -—==— = —= 
\ EG VEG 


(.Jomme wo' est le diamètre du cercle circonscrit au triang^le cüx^, dont 
le coté xS est y A® — 2ABcos 9 + B^, nous obtenons immédiatement : 


sin* ; = (oû ■ 


A^ ~ 2AB cos 9 + BS 
sin^ 6 


A2 -- 2AB cos e -f _ I p7* 
sin 2 9 H 2 i ’ 


en posant, suivant nos notations habituelles, 

dv) = Eda- -h 2Edudü -{- (jdv-. 
Nous obtenons donc la formule cherchée : 


-1 (!>/'— — ^ 
RS ’ ÎV,7 


Nous revenons maintenant aux équations f8), et nous nous propo¬ 
sons de déterminer les lignes de courbure de la nappe de la surface 
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focale qu’elles re pré sente til. Ces ligues de courbure sont définies par 
Téquatioii : 




1 dx A 

«Ta I 

==: 0 

> 

ou : 







1 

df -f \xlr -}- r.d) 

A 


1 = 0 ; 

qui 

se l'éduit à 







1 df 1 

cH 1 

= 0 

• 

Multiplions par 

le déterminant : 






1 >. ^ 

IL 

1 




1 Dm 

7>V 

1 1 


qui 

n’est pas nul, la normale wM 

n’étant 

pas 

dans le plan tangent 

de (S). L’équation devient : 













c/a 




Dm Dm 

s-u 


= t-L 



-J^df Ta^ 


cTa 




Dm ^ Dm 

Dm 




ou, en tenant compte de (g) : 


— dr 

I 

0 

df 

Dm 

D/* 

Dm 

S^rfA 

Dm 

Dm ^ 

Dm 

Dm 

I^cTk 

Dm 


= O. 


Multiplions la première lig’ne paret ajoutons à la deuxième, puis 


par ^ et ajoutons à la troisième. Nous obtenons réqiiation : 


(12) 


D/‘ 


dr S ^ (Ta 
Dm Dm 


Dm 

— — dr 


Dm 


Dm 


Dm 


O. 


Les éléments de la première colonne sont les demi-dérivées pai tielles 
par rappoi't à rfw, dv de la forme quadratique : 


(i3) 


'Idf^ — dr^ = <ï>i (rfw, dv) 
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qui déünit ^ur S) le couple des directions wl, toi', Vovons si les élé¬ 
ments de la deiiviéme colonne sont susceptibles d’une interprétation 
analoiiue. Si nous diiVérentions les équations (9), nous obtenons : 



or, si on dilîérentie totalement par rapport aux variables indépendan¬ 
tes n, en supposant, par conséquent, (Pu = (/'/j = 0, 



Posons : 


0// 2 7 s(du) ’ 

^du) ‘ 


(i4) H\da,dü) 


do) = 0-1- d^^r, 

et l’équation s’écrit : 

! 

DU 



i ^du 

hdu 


(i 5 ) 

1 

i ?•!., 

MA 

= 0, 


1 h,h 

î>dr 



Donc les <lirectious principales de la nappe de (F) considérée sont 
conjuçfuées harmoniques par rapport aux deux couples = o 
et il = O. 

Calculons H* Pour cela, éliminons a, a, v entre les équations (9), 
(10) et : 

1:1 = O ; 

nous obtenons : 



Üil 


Zt> 


— cos/ — 0 
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ce qui donne, en développant par rapport aux éléments de la dernière 
ligne, 


(“)H — H cos iM\du, du) -f U^idu, do) = o. 


Dans cette formule, ^V{du^ du) désigne, comme au Ch. Il, ^ 3 , la forme 
Zld^x ; mais /, m, n sont ici des cosinus dii*ecteurs. La forme yidu, du) 
se déduit du premier membre de (i6) en remplaçant par des zéros les 
éléments — cos f, — 0 ; et divisant par H Par une combinaison des 
deux premières colonnes, on obtient, par un déterminant du troisième 
degré, 


Hx = 





7>n Hü 


l 



et il suffit de multiplier les deux membres par le déterminant : 


H = 


pour obtenir : 

(17) 


H2y = 






F — —E — 






G^ —F — 




qui, d’après les calculs du Gh. II, | 4 » p- 3 i, s’exprime au moyen 
de E, F, G et de leurs dérivées. Nous avons, dès lors, 


il = d-r 4- cos i.W{du, dv) — yiclu^ dv), 

ou : 


(18) Q = du) + cos i,^\du, du)^ 


avec : 

= d^r — X- 

Les ligues de courbure de la seconde nappe sont de même tangentes 
aux directions conjuguées par rapport à 4 »^ = 0 et au couple qu’on 
déduit de Q = O en changeant le signe de cos f, c’est-à-dire : 

'^\{du, du) — cos i,W{da^ du) = o. 

Considérons comme homologues, sur les deux nappes, les points de 
contact d’une même sphère (S) avec ces deux nappes. Il résulte alors 
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porreb|»oi]<l(‘iit mii* les deux nappes, c est-a-dii'e, pour qu elles soient 
(lêHiûes par la meme équation quadratique (i 5 ) en diit dv^ il faut et il 
suffit qu'il existe un couple de variations du, dv conjug*ué par rapport 
aux trois couples : 

<l>j == O, -î- cos ÎA = O, — eus iA' = o, 

c'est-ti-dire ]»ar rapport aux couples : 

‘Iq — O, ‘l'j -f eos /.‘r = O, H' = o, 

ou encore : 

4q = O, ^ = 0, n' = 0. 

Sur la surface (S), l’équation (lOj définit les courbes suivant les¬ 
quelles les développables des normales à l'une des nappes de (F) 
coupent (S). La condition pour que ces courbes soient aussi Tintersec- 
tion de fS) avec les développables des normales à l’autre nappe de (F) 
est donc qu’en chaque point de (S) leurs directions soient conjug’uées 
harmoniques par rappoi't aux directions définies par = o, c’est- 
à-dire qu'elles soient des directions conjug’uées sur fS). 

Nous obtenons ainsi le Théorème de Dupin : si les lignes de 
courbure se correspondent sur les deux nappes focales, les dévelop¬ 
pables des normales correspondantes coupent la surface (S) suivant 
le même réseau conjugué ; et réciproquement. Ou encore : la condi¬ 
tion necessaire et suffisante pour que les développables dune 
congruence de normales se réfléchissent sur une surface suivant des 
dèvelopjKibles est quelles déterminent sur la surface un réseau 
conjugué. 


Congruence des droites (D) 


4. — Cherchons les développables de la cong'ruence des droites (D) ; 
elles sont définies par l'équation : 


(ïlF 


dæ dy dz 
l m n 
dl dm dn 


./, y, r desig’nanl toujours les coordonnées de M, et /, m, n les cosinus 
directeurs de la normale à ( S) en w, qui est parallèle à (D). 

Or : 
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d’après les équations (8) et l’équation (19) devient : 

i df -h rdTk + \dr I dl \ = o. 
Multiplions le premier membre par le déterminant non nul : 


H = 


nous obtenons : 

rE/ûD. + dr'LXl 


^ IL 


X^df+ rZ^A + dr.-Ll^ 


O 


fil 
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v; 5/ rfy + 3/ rf)_,^ ^ V), If 

0 %i^di 

du 

ou : 

dX-\-dr.lX^ 

du Isa 

l^-^dl 

du 

(20) 

l^df 4- r'ïi — dl + dr. Eà ^ 
du ^ ^0 tsv 

1^-^dl 

du 


Les éléments de la deuxième colonne sont les demi-dérivées partielles 
par rapport à du^ do de la forme dv). Quant aux éléments de la 

première, remarquons que, d’après un calcul du paragraphe précé¬ 
dent, 

Tyu. 2 T^ü 2 mv 

où, d’après (18), 

Q = + cos LW. 


Enfin les points M, M' sont définis par les relations (9) : 




O, 


7 >ü ' Dy 


de sorte que, avec la notation introduite par la formule (i 3 ), 

-Jldf+ drZlll = ^^ldf-^dr=:^p, 


^J±df + drX\^^=Y.^^df-^^dr=^p-. 
Zo *' î>y Dû Dy 2 7 ^do 


Les éléments de la première colonne sont donc les demi dérivées par¬ 
tielles par rapport à du, dv de la forme -h ^ cos i]. 

VeSSIOT 22 
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Ainsi : les développables de la congruence des droites (D) corres¬ 
pondent sur la surface tS; aux courbes dont les tangentes sont conju¬ 
guées, en chaque point, par rapport aux couples de directions définis 
par les équations : 

W = o, — r[W^ 4- cos zj = o, 

ou par rapport aux couples : 

(21 j = O, = 0 ; 

le résultat, comme on devait s j attendre, ne change pas si on change 
/ en - — i ; et les développables de la congruence des droites (D) 
correspondent sur la surface fS) à un réseau conjugué. 

Considérons les plans focaux ; un plan focal est parallèle à la direc¬ 
tion /, 771 , rt, et à la direction rf/, dn qui correspond à une droite 
(D) infiniment voisine, sur Tune des développables passant par (D). 
Mais : 

4- 771® 4- = I. 

d’où ; 

Idl 4- mdm 4- ndn = o ; 

dU dm y dn définissent donc la direction des droites du plan focal paral¬ 
lèles au plan tangent à la surface. Or les deux directions correspon¬ 
dant aux deux plans focaux, donc aux deux développables, étant con- 
juguées, si nous les définissons par les caractéristiques d et 8, elles 
satisfont à lequation : 

l.dL 8 f=z 0 ; 

qui exprime que le premier plan focal est perpendiculaire à la direc¬ 
tion 8 f 8 g, ùh qui correspond à l autre plan focal. Chaque plan focal 
est perpendiculaire a la direction de la surface (S) correspondant 
à la développable qui n'est pas tangente à ce plan focal 


Congruence des droites (A) 


5 . — La droite (A) est Tintersection des plans tangents à la sphère 
en AI, et à la surface (S) en w, qui ont respectivement pour équations ; 

—/) — r = 2 /(X -/) = 0. 

Cherchons les développables. Exprimons que la droite précédente 
rencontre la droite infiniment voisine. Gela donne : 
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I,dX.(X —/) — SW/— dr = O, EdL(X —/) — S/rf/ = o ; 
conditions qui se simplifient en remarquant que : 

l/d/= O, et nd/ -h dr = O, 

Il reste : 

(22) Edl.(X —f) = O, ^dl.{X —f) = O. 

Exprimons que les équations obtenues sont compatibles, nous obte- 
nons l’équation qui définit les développables : 


( 23 ) I / dl dl \= O, 

Multiplions encore par le déterminant non nul 


nous obtenons : 


ou : 

( 24 ) 


I 


I ^Idk O 

O Idl.^ SÆ. ^ 

t^u d-a 

O ld\. ^ Id/. ^ 



O, 





I.^dl 



les éléments de la première colonne sont, au sig’ne près, les demi- 
dérivées partielles par rapport à du,do de la forme 12 = -j- ^ cos i. 

Ceux de la deuxième colonne sont les demi-dérivées partielles de 
Les développables de la congruence des droites (A) correspondent donc 
sur la surface (S) au réseau de courbes dont les directions sont, 
en chaque point, conjug'uées harmoniques par rapport aux couples 
de directions définis par les équations : 

( 25 ) W = o, W^ = o. 

En particulier, /es développables de la congruence des droites (A) 
correspondent, sur la surface (S), à un réseau conjugué. 

Quant aux points focaux, ils sont définis par les équations de (A) et 
les équations (22), compatibles en vertu de la relation (28). On en 
déduit que les directions joig*nant w aux points focaux sont définies 
par les relations : 

S/.8/=;=o, SrfZ.3/—o, SrfX.a/=o; 



Ho 
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îîi première ev'j»riiiie que ces droites sont dans le plan tang'eiit à (S), 
ia seconde que ce sont les lani»*eiites .■..i.jiium'es des directions de (S) 
qui correspondent aux développables. 

Cfis pru'ficulif^ps. — Supjjosoiis que les deux congruences précé¬ 
dentes se curresi>ündenl par développal)Ies. Les deux réseaux conju- 
STuès que nous avons détermines sur la surface (S) sont alors confon¬ 
dus ; il faut et il suffit pour cela que les trois couples : 

U' = O, n\ = O, dq — r,W^ = o, 

ou : 

Vi' = o, 'l'i = o, = o 

appartiennent à une meme involutioii, et alors, d apres les résultats du 
§ 2, les lio-ues de courbure se correspondent sur les deux nappes de la 
surface S ; ; et réciproquement. 

Nous avons, dans ce cas, sur la surface (S), un réseau conjugué (R) 

qui correspond aux développables des 
quatre congruences toM, wivr, (D)^ 
(Al Les points focaux f, f' de (A) 
sont, d'après ce que nous venons de 
voir, sur les tangentes aux deux 
courbes du réseau qui passent par tû. 
Les droites Al/*, AÏ/*' sont les tangen¬ 
tes en AI aux lignes de courbure d’une 
des nappes de la surface enveloppe (F), 
car les plans tangents aux dévelop¬ 
pables des normales à cette nappe 
sont AIw/* et AIw/*', puisque ces déve¬ 
loppables coupent (S) suivant le ré¬ 
seau conjugué (R) considéré ; et le 
plan A 1 (A), qui coupe ces plans sui¬ 
vant AI/* et AI/^ est tangent en AI à cette même nappe de (F). La 
droite (D) est perpendiculaire au plan, tangent à (S), /L/", et ses 
plans focaux sont perpendiculaires à t*/* et co/*'. Les développables de 
la congruence des droites (D) coupent, de plus, les deux nappes 
de l’enveloppe {F) suivant leurs lignes de courbure. 



Le système triple de Ribaucour 


C. — Plaçons-nous dans ce dernier cas ; soit (y) une.des courbes du 
réseau conjugué (R) de la surface (S); quand décrit (y), le point M 
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décrit une ligne de courbure (K) de la nappe de la surface (F) qui est 
tangente à M/‘, et la droite (A) enveloppe une courbe (G), lieu de f\ 
Considérons la sphère (cr) de centre/*' et passant par M ; cette sphère a 
pour enveloppe une surface canal (E)‘; la sphère (ff), ayant son rayon M f' 
perpendiculaire à M/*, est constamment tangente à la courbe (K), donc 
le point M est un point du cercle caractéristique (H) ; le plan de ce cer¬ 
cle est perpendiculaire à la droite A tangente à (C)^ son centre H sera 
le pied de la perpendiculaire abaissée de M sur A ; ce cercle sera donc 
orthogonal à la sphère (ï) au point M et au point AP symétrique par 
rapport au plan ; et la surface (E) est engendrée par le cercle 
orthogonal à la sphère (S) aux points M, AP ; ce cercle tangent en AI 
à <i)AI reste orthogonal à la ligne de courbure i K) ; or il est ligne de 
courbure sur la surface (E), donc (K) est aussi ligne de courbure sur 
la surface (E)..Si nous faisons varier (K), nous obtenons une famille 
de surfaces (E) qui sei'ont toutes orthogonales aux deux nappes (Fj, 
(Fg) de (F), et qui les couperont suivant des lignes de courbure. 

Si maintenant nous cherchons sur (FJ et sur (F,) les seconds sys¬ 
tèmes de lignes de courbure, nous devrons considérer les sphères de 
centres/et passant par AI; le cercle caractéristique sera encore le 
cercle (H) ; de plus,/AI et /'AI étant perpendiculaires, les sphères (ç), 
(a') correspondantes sont orthogonales, donc aussi leurs enveloppes 
(E), (E'). 

Nous avons donc deux familles de surfaces canaux qui se coupent 
orthogonalement suivant des lignes de courbure, les cercles (H) ; 
donc elles appartiennent à un système triple orthogonal, Autrement 
dit, les cercles (H) sont orthogonaux à une famille de surfaces, à 
laquelle appartiennent les deux nappes (F^), (Fo) de (F) ; et ils éta¬ 
blissent une correspondance entre les points de deux quelconques 
de ces surfaces, comme entre les points AI, Al', telle qu’il y ait cor¬ 
respondance entre les lignes de courbure de ces surfaces. 

Réciproquement, si deux surfaces (FJ, (F2) sont orthogonales à une 
famille de 00^ cercles (H), et si AI et AI' sont les points ou un de ces 
cercles coupe respectivement (F^) et (Fg), la sphère (S) orthogonale à 
ce cercle en ces deux points est tangente à (FJ et (Fo), qui sont ainsj 
les deux nappes de l’enveloppe des sphères (S) ainsi definies. Si, de 
plus, les cercles (H) qui ont leurs pieds sur (FJ le long d’une ligne 
de courbure coupent aussi (F2) aux divers points d’une ligne de cour¬ 
bure, les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de 
l’enveloppe des sphères (S), et on retombe sur le cas particulier que 
l’on vient d’étudier. 

Donc si les cercles (H) d'une congruence sont orthogonaux à 

m \, /T? \ />/ ôinhIiffQonf nnt> f*r\vr(>&T\nr)dnnee. 
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^ntrê les lignes de courbure de ces deux surfaces^ ils sont orthogo¬ 
naux à une infinité de surfaces sur lesquelles les lignes de courbure 
se correspondent ; ces surfaces appartiennent à un système triple 
orthogonal dont les deux autres familles sont constituées par des 
surfaces canaux^ dont chacune est engendrée par ceux des cer¬ 
cles (H) qui s'appuient sur une des lignes de courbure de (FJ, ou 
De telles congTueaces de cercles s’appellent systèmes cycliques 
(Ribauconr). 


Congruences de cercles et systèmes cycliques 

-, — Xous allons reprendre analytiquement la question des systè¬ 
mes cycliques. Considérons une famille de oc® cercles, et cherchons 

d’abord s’il existe des surfaces nor¬ 
males à tous ces cercles. Soit (K) 
Tun d’eux, C(aSû, yQ, -îq) son centre, 
P son rayon, y p étant fonc¬ 
tions de deux paramètres u, v. Pour 
définir le plan de ce cercle, nous 
définirons par leurs cosinus direc¬ 
teurs deux directions rectang-u- 
laires CA(a, b, c) et CB(a^ b\ c') 
passant par le centre du cercle, et 
nous fixerons la position d*un point 
M sur le cercle par l’angle (CA, CM) = t, compté positivement de 
CA vers CB. Les coordonnées de M par rapport au système CAB 
sont P cos t, P sin t, et ses coordonnées x, y, z sont : 

t Xq -f p(a cos t -F Cl' sin /) = -f- pa', 

(0 I ÿ == ÿo + p(* I + à' sin t) = yo + 

( 5 = + p(c cos t -h d sin ?) = 5 o + pf. 

Cherchons à déterminer t, en fonction de u, u, de façon que la surface 
lieu du point correspondant admette pour normale la tangente au 
cercle au point M, dont nous désignerons par a, p, y les cosinus direc¬ 
teurs. Nous avons, à cet effet, la condition : 

(a) Ictdx = 0 

qui est 1 équation aux différentielles totales des surfaces cherchées* 
Développons cette équation ; a, p, y sont les projections du segment 

directeur de la direction CM^ correspondant à t + — : 
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a——asin^ + p=—èsia^-f 6^cosÿ, y =—csinf 4-c'cos 

D’autre part : 

dx — dX(^ 4- a'.(ip -f -f ^{cost.da-\- smt,da’), dy — .,., dz=,,, ; 
et, en tenant compte de 

:ï:a2=:i, Saa'==o, 

on en conclut que : 

Saûf^= Sarfoîo + ^.dt + p[cos t.^cLda 4- sin t.'Z^tda'] = 

= — ûiit,^adXf^-\-cost,'Za'dxQ~\-^dt+ ^[cos^t,^a'da---sm^t,'î.ada!]=o^ 

Mais : 

Saa' = o, 

d’où en différentiant : 

^ada' + ^a'da = o ; 
et l’équation ( 2 ) s’écrit simplement : 

(3) dt == Y^ada! 4- — Sa^/a^o-sin t —^ Sa'ûteo.cos 

û P 

Posons : 

(4) tg|=£ü, 

t = 2 arc tg Wf 

et nous obtenons : 

(5) 2 dw = (i 4 w^)lada' + — ^adx^ 4 — ^a'dx^. 

9 ? 

Cette équation jouit de propriétés analogues à celles de l’équâtiDû 
de Riccati. En particulier, on peut vérifier que le rapport anharmoni» 
que de quatre solutions a une différentielle totale constante ; et, par 
conséquent, est constant. Elle peut se mettre sous la forme : 

dw — Adu 4 A'dv + w(Bda -f B'dv) 4 w\Cdu + CJdu)^ 
et se décompose en deux équations aux dérivées partielles : 

(6 ) —= A + Bm) + Cw\ —= A' + B'w + QW- ; 

En écrivant quetiré de la première, est égal à ^~ tivé de la 
seconde, on en déduit : 

(7) — 4 - w; ~ ~ 4 - (R + îsCin)(A' 4 B'in + — 

_ 4- 4. (B' + 2C'w)(A + Bw + C«>»)]= o. 
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.Vi'i 

Toute iutt^üT'aie «lii sNtstènie (Tij siitisluil doue u cette condition, f^ui 
est de la tonne : 

(8) L -r -T- = O- 

Si cette condition n'est j»as identii|uenient satistaite, il ne peut y 
avoir d'autres solutions que celles de cette équation (8), qui en admet 
deux Si l’on veut qu'il y en ait une iriHnité, cette condition doit donc 
être identiquement satisfaite, et comme elle est du second deg'ré, 
if suftit qu'elle soit satisfaite par trois tonctioris. Les conditions pour 
qu'il en soit ainsi sont : 

I L = - -- + BA' — AB' = O, 

1 Do du 

(y) I M=^^-5+2(GA'-AC') = o, 

N = ^ —£^4-CB' —BC' = o. 

\ do du 

Il résulte de la théorie des équations aux dérivées partielles que, 
si elles sont des identités, le système (6) a, eôectivement, une infinité 
de solutions. 

Donc si les cercles dune congruence sont normaux à trois sur- 
faces^ ils sont normaux à une infinité de surfaces. 

Il est facile de construire des cercles normaux à deux surfaces quel¬ 
conques, car il existe sphères tang-entes aux deux surfaces, et les 
cercles orthog-onaux à ces sphères aux points de contact sont normaux 
aux deux surfaces. Si les lignes de courbure se correspondent sur les 
deux surfaces, on a alors, comme on l’a vu, un système cyclique, 
composé de cercles normaux à surfaces. 

Remarquons que si la famille des x® cercles donnés est formée de 
cercles normaux à deux surfaces, on doit prévoir que les conditions 
d’intég^rabilîté (9) se réduiront à une seule. D’autre part, si on a une 
enveloppe de sphères, pour exprimer que les lignes de courbure se 
correspondent sur les deux nappes, on obtient aussi une seule condi¬ 
tion. Il reste à examiner si ces conditions sont identiques. 

Supposons d’abord qu’il existe une surface (F^) normale à tous les 
cercles (i) ; nous pouvons faire en sorte qu’elle corresponde à 
/ = O, ou w = o. Alors 1 équation ( 5 ) admet la solution = o, 
d’où la condition ; 

'Ladd — ~ Za'dxQ ; 
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et cette équation ( 5 ) devient : 

( 10 ) dw = w^^ada! ~ y^adæ^. 

Soit : Mo(jî, y, s) le point correspondant à / = 0 : 

x = x^,+ 5 = ^0 4- pc ; 

Xq = Oî — pa, y^^ = y 5o = 5 — pc ; 

dxQ = dx — ^da — ad^^ .. .; 

d’où : 

SarfaÎQ = l*adx — c/p. 

Si maintenant nous considérons la normale (4 m, n) en à (F^), 
c’est la tang-ente au cercle, et (10) devient : 

dw = w'^^adl + y (^adx — ûfp), 

ou : 

— 4- =w.'ladl 4- — ^adx, 

w P P 


Nous introduisons ainsi la quantité : 
(il) pw = r, 



la sphère (S) tanjgente aux surfaces lieux de M et ; son centre est le 
point <0 intersection des tangentes au cercle en M et Mq. 

Supposons maintenant qu’il existe une deuxième surface (Fg) nor¬ 
male aux cercles* Posons : 

(i3) i=S, 

dr = — r^.rfS ; 


et l’éauation ('12'! devient : 
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r/S -r - ^cidx -r — '^adl = o. 

0 P 

Soit Sj, la holiitiou connue : 

( 14 ) 7 ~ 

d’où en retranchant : 

r/{S — S^,) -r Sflûte = o, 

(^i5| e/iof^(S — ^i) = — ^'^adx. 


Pour que l'équation ait d’autres intégrales, il faut et il suffit que 
~ "Ladx soit différentielle exacte. Or nous avons, d’après (14)5 

O 

/ fi' , Si ^ dæ I V , Siy^T^æ I ^ 

(16 —4--iIa -— = 0, ———i(3~=o. 

* nif * Dw ^ " rt/» ' n :\/* 






De 


De 


Supposons que les lig-nes coordonnées soient lignes de courbure 
sur \Fi). Les formules d’OIinde Rodrigues donnent, en désignant 
par R, R’ les rayons de courbure principaux, 


D/ _ 

I Dx 

Dm_ 

I 3y 

Dn_ 

I Dr 

Dtf 

rd 7’ 

Dtt 

R3a ’ 

Da 

Rt/a ’ 

D/ __ 

I D.z; 

Dm_ 

I D// 

Dn 

I Dr 

De ' 

“R^d 7 ’ 

dît 

“R^DiT’ 


““ R'dît 


Posons : 


(17) 



R' 


= 

— i , 


et nous aurons donc : 


(18) 


Alors : 


D/_J Da? 

â>i 

H 

II 

II 

Da 

Da 

Da 

Da 

Da 

Da 

D/ __ rpf Dj? 

i^i 

È- 

II 

II 

Da 

De 

De 

De 

De 

3^ 


D/ 


Y *>'* _rp « Daî 

la — = 1 .la— , 




Dm 


la —=1 .la— , 
De De ’ 


et les conditions (i 6 ) pour que soit intégrale deviennent : 

dSi 


Y 

-■i-iSi + T)^=o, 


+ fS, + T')l^=o; 
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■ - Wa; = g— * . ^ 

P Si + T 


^ Sj -f T' 


cprimons maintenant que le second membre est une différentielle 
.acte, et nous aurons pour définir les systèmes de cercles normaux 
DO ^ surfaces, en supprimant l’indice de S^, l’équation aux dérivées 
irtielles : 


X ( I ^ ( I ?S\_ 

:^ü\S + Td-«/ aa \S 4-T' 


ans cette équation, T et T' sont les courbures principales d’une sur- 
ce rapportée à ses lig’nes de courbure. 


U z= const., V = const. ; 


est rinverse du rayon d’une sphère (S) tang'ente à cette surface au 
}int (m, v). Et le système de cxd ® cercles défini par une solution de cette 
[uation est constitué par les cercles orthog‘onaux aux sphères (S) 
irrespondantes en leurs points de contact avec leur enveloppe. 
1 surface donnée est, du reste, une des nappes de cette enveloppe. 
Nous allons voir que cette équation (19) exprime précisément que 
s lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de Ven- 
\loppe. D’après le Théorème de Dupin, pour qu’il en soit ainsi, 
faut et il suffit que les lignes de courbure de la surface donnée (FJ 
)rrespondent à un réseau conjugué sur la surface lieu de w. Soient 
, Y, Z les coordonnées de co : 


o) X = x + ^l, Y = ÿ + ^ m, Z = z+^n. 


our que, sur la surface définie par ces formules, les courbes M=ct®, 
= c*^® forment un réseau conjugué, il faut et il suffit que : 

1 Æ Æ 

ais, en tenant compte des formules d’Olinde Rodrigues (18), 




CHAPITRE XllI 


f 

; X 1 

rs-'-_ 

ï 

dS 

V Dè/ " 

s- 1 


; -i- T 

D// 

> 

/ ' -'^ = 1 

; „ ï' 

[s H- _ 

1 

dS 

‘x Dr 

S-i 

_ îc s 

; -r- X' 

'dt^ 


Dans le tlêlermifiant (!M i nous pouvons remplacer 
éléments de la première <*oloiiiie, par : 


et les autr< 


\ ?« / \ ) 


et les quantités analo^'ues, sous la condition que (M — N) ne so 
pas identiquement nul ; nous prendrons : 

= sTt ^ ~ sTT' ’ 

de sorte que, en tenant compte de (i8j, de (19), et de (22), 


ri ^ ^ — 


I tVS rpf I rj> ____ 

s T O-u S “1^ Di> 


Nous avons dès lors à exprimer que : 

S 4- T + T' , ^ ^.r S + T + r _ 
dif S T O^v S -f" T 


S-- 

I DS j 

?u 

S 4- X Dii 

S~ 

I dS j 

Di» 

S 4 - X' Dr ^ 


S —}— X —X^ D-S 

Multiplions la seconde lig*ne par- ^ +~X') ' r* ’ troisième p; 

S 4“ X *4- X^ t^S 

—— et ajoutons à la première, et nous obtenons, après sir 
plification : 


^.S2. / 


?£ ^ 

îyu Di; 


Or le dernier déterminant n’est pas nul, S non plus, donc cette cond 
tion équivaut bien à A = 0, comme nous l’avions annoncé. 

On peut donc définir un système cyclique comme une congruence c 
cercles, normauæ à oc ^ surfaces. 
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Transformation de contact de Ribaucour 

Considérons une sphère fixe de centre a>, et les cercles (H) 
orthog*onaux à cette sphère ; considérons, d’autre part, une sur¬ 
face (S), un de ses points M, et l’élément de contact en ce point ; 
il y a un cercle (H) et un seul passant par M et normal en ce point à 
la surface (S). Donc à la surface (S) correspond une congruence 
de cercles (H) qui lui sont orthogonaux ; de plus ces cercles étant 
orthog'onaux à la sphère (w) en deux points sont orthog'onaux à trois 
surfaces ; ils constituent donc un système cyclique. Soient P, P' les 
points où le cercle (H) rencontre la sphère; déterminons sur ce cercle 
le point tel que le rapport anharmonique (M, M', P, P') soit égal à 
une constante donnée G. Le lieu du point M' est une surface normale 
à (H), puisque l’équation ( 5 ) a mômes propriétés que l’équation 
de Rîccati à une seule variable. A l’élément de contact de la sur¬ 
face (S) au point (M) correspond ainsi pour chaque valeur de G, 
un élément de contact d’une autre surface ; les lignes de courbure se 
correspondent sur les deux surfaces, et nous avons ainsi un groupe de 
00^ transformations de contact conservant les lignes de courbure. 

Ges résultats subsistent évidemment si on prend les cercles (H) 
normaux à un plan fixe. 


Surfaces de Weingarten 

8 . — Nous avons considéré des congruences de sphères telles que les 
lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes focales. 
Aux sphères, la tensformation de S. Lie fait correspondre des droites, 
et aux lignes de courbure correspondent les lignes asymptotiques. 
Il est donc naturel de considérer aussi des congruences de droites 
telles que les asymptotiques se correspondent sur les deux nappes 
focales. Nous nous bornerons au cas où la congruence est une 
congruence de normales, et ie problème revient ainsi à chercher 
les surfaces telles que les asymptotiques se correspondent sur les deux 
nappes de la développée. 

Soit donc une surface (S) sur laquelle nous prendrons les lignes de 
courbure pour lignes coordonnées ; soient /, m, n les cosinus direc¬ 
teurs de la normale, R, R' les rayons de courbure principaux. Les deux 
nappes de la développée sont définies par les équations : 



3 r>û 


CHAPITRE XIII 


iS^ Y=y*fR/w, Z=5 + Rrt; 

t S') X' = X R 7 , V = U R Z' = 5 + Kn, 

Cherchons les asymptotiques de (S/, (S%* et exprimons que les équa¬ 
tions diliérentielles en w, v qui les définissent sont les mômes. Ici les 
lignes coordonnées formant un réseau orthog*oiial et conjugué ; 

ds^- = Edu^ + Gdü\ 
lld-æ = hdu^ -h N; 


et T:h. III, I 10 et Ch. IV, | 2] : 

I_L _i_N 

d’où : 


Les formules d’O. Rodrigues donnent : 



I 

Dm 

I Du 

Du_ 

I D 5 , 

Du R Du ' 

Du 

RDu ’ 

Du 

~R»a ’ 

et : 

^ _ I D£ 

Dm 

I D?/ 

“~““RDu ’ 


I is . 

Du R' Du ’ 

Du 

_ 

Du 

— RJo ’ 


et par conséquent : 

dX = dæ + Rdl + IdR 


du + —dü — 

Dtt :>v 


ou : 

(I) = 

Cette formule et les analogues montrent, comme on devait le prévoir, 
que la normale à (S) a pour coefficients de direction : 


bü! ’ btt ' * 

On conclut, de plus, que, pour cette surface (S) : 

(a) ' c&a = ( I - Gdv* + rfRS 

ce qui met en évidence sur la surface (S) une famille de géodésiques 
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y == cte, et leurs trajectoires orthog'onales R == [Cf. Gh. III, i o. 
Ch. VII, I 2 et Ch. XIII, I 2]. 

L^équatioii dijBféreûtielle des asymptotiques est : 

^dLdX = O, 


Développons cette équation en nous servant des formules (i). Le coef¬ 
ficient de ®st: 

\:>a J » 


, Da? d^æ _ 
* :^v d-a^ ' 


, dœ 


1 î^E 

2 ’ ’ 


^ d-cc d-Kx _I î^G 

d-ü 2 * ' 

Le coefficient de dR est, d’autre part : 


m . da + . cZt) = I du, 

d’où l’équation aux asymptotiques : 

î (' “^) [-S 

Les courbes w = c^, ü = c^® correspondent à des courbes conjuguées 
sur la surface (S) d’après les propriétés générales des développables 
des congruences (Gh. VI, | 2); donc le coefficient de dudv dans l’équa¬ 
tion précédente est nul : 

ï/t R\î>E,E &R , 


et l’équation (3) devient : 


i- (l _A\ + 1 ^ ^«8 = O. 

2 \ R'/a» Raa 



CHAPITRE XIII 


De même sur la surface (S'j on obtiendra la condition : 


(5j 


-i/1 

2 1 R / DW 


R' d-ii 


= 0 , 


de sorte que réquation aux asymptotiques de (S) peut s écrire : 

R2 DZ/ 


R'^ ZU R-3« 


( 6 ) 


du ^ll 


dü^ = O. 


De même l'équation difFérentielle des asymptotiques de (S') est : 


( 7 ) 


(s) 


dur — G 


iâ.,.. 


dü^ = O. 


Dt» dv 

Pour que ces équations soient identiques, il faut et il suffit que : 


(s) »(ff) 


dn 


dp 


ik) »(îr) 


du 


dV 


= O, 


c’est-à-dire que ^ soit fonction de ^. Les rayons de courbure sont 

fonctions Tiin de Vautre (Ribaucour). Les surfaces qui satisfont 
à cette condition s’appellent surfaces de Weingarten^ ou surfaces W. 
Les surfaces minima en sont un cas particulier (R R' == o). 

Supposons que nous partions dans les calculs précédents d’une sur¬ 
face (W) comme surface (S) : R' est fonction de R, et la condition ( 5 ) 
montre que ; 


^ ^ — m ?R 

du ^ 'du ' 


d’où : 


logG = x(R) + 

G = = F(R)K(y). 

La formule (2) donnant le ds" de la développée s’écrit donc sous 
la forme : 

ds^=Q%K)K{v)dv^ + dRK 
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Posons : 

V K(ü)rfü = û^V, 

et elle devient : 

(8) = dR^ + e“(R)^^ 

forme caractéristique de l’élément d’arc des surfaces de révolution 
rapportées aux méridiens et aux parallèles. Si nous rapportons 
la méridienne à son arc ses équations sont : 

^ — l/ = o, 5 = 0i((5); 

et celles de la surface de révolution sont : 


X = 0 (cTj cos V, y = 0 (a) sin V, z = 
d'où on déduit pour le ds"^ de la surface, à cause de 0'- + 0^'- = i, 


ds^- = dd^ 4* 0^{cr)JV2. 


C’est, en faisant c = R, la formule (8). 

On voit ainsi que les développées de toute surface (W) sont appli-' 
cables sur des surfaces de révolution, les méridiens correspondant 
à une famille de géodésiques et les parallèles à leurs trajectoires 
orthogonales. 

Application. — Supposons la surface (W) à courbure totale con¬ 
stante nég*ative (Ch. IV, | 6), En changeant d’unité on peut toujours 
supposer que cette courbure totale est égale à — i. On aura donc : 

RR' = —I, 

ou : 



La condition ( 5 ) s’écrit alors : 



II 

+ 

2G &R 
■~'R’Sii’ 

OU ; 



logG 

_ 2R €>R _ 

_ »log(R3 + i) 


~ R 2 -[- I “ 

d-U 

On conclut de là : 



G = 


I 

R 2 + I 




et en posant encore dV = \/ K(p)dv, on tire de la formule (2) : 
ds^ = (R* + i).cfV» + rfR*. 
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Posons donc : _ 

H(H) « 

et lia méridienne de la siiriace de révolution est, d apres le calcul 
ci-dessus, telle que Ton ait : 

X = 4- ï, 

d'ou : _ 

5 = — I, 


Cherchons z. Il suffit d’écrire : 

dx- 4- dz ’ = d^^ = dx^. 5^77 


et on eu conclut : 

ou : 

Donc : 
et : 
d’oùl 




dx^ 


dz ~ 


' — I ’ 

dx 

\jx- — I 


X î=: L(a; + — i)» 


Æ 4- V i 

x — ï = 


Donc enfin, pour la méridienne cherchée, nous obtenons la chaî¬ 
nette : 

x=~\t^ + e-") = ch 5. 

La chaînette : 

xzss a ch — 

a 


correspondrait de même à une courbure totale constante égale à (— a®). 
Ainsi /es deux nappes de la développée dam surface à courbure 
totale constante négative sont applicables sur une alysséide^ c’est-à- 
dire sur la surface engendrée par une chaînette qui tourne autour 
de sa base. 



EXERCICES 


CHAPITRE PREÎMIER 


1. — Trouver Taxe instantané de rotation et de glissement du 
trièdre de Serret. Ou coustatera qu’il rencontre la normale principale 
au point centrai de la surface réglée engendrée par cette normale 
principale [Ch. V, § 8, p. io 5 ]. 

2. — Trouver les hélices circulaires osculatrices à une courbe gau¬ 
che en un de ses points. Déterminer celle de ces hélices qui a môme 
torsion que la courbe donnée. 

3 . — Déterminer les éléments fondamentaux (arc, courbure, tor¬ 
sion) du lieu des centres de la sphère osculatrice à une courbe gauche. 
Conclure de cette étude que, pour qu’une courbe soit une courbe sphé- 
riquej il faut et il suffît que le rayon de la sphère osculatrice soit 
constant. [Cf. Ch. V, | lo, p. 117]. 

5 . — Montrer que, pour que les normales principales à une 
courbe (C) soient aussi les normales principales d’une seconde 
^ courbe (G'), il faut et il suffit que les rayons de courbure et de torsion 
de (G) satisfassent à une identité de la forme : 

l'L 

(i) _ = I (Ji — const., k = const.j. 

Relation qui en résulte pour (G'). Cas où les plans osculateurs à (G) 
et (G'), aux points situés sur la normale principale commune, sont 
rectangulaires. 

(2). Montrer que, si on se donne la relation (i), et la courbe sphé¬ 
rique (y) décrite par le point de coordonnées : 

J = acos 6 4 “ a^^sinô, Y| = ^cosO + p'^sinG, ^z=ycosG 4- y'^sinG; 
.(A = 171 côs G, k = m sin G), 
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les formules de Serrel fournissent : 


h V ; 


S', 


/ . 


^ t* 1 \ ’ 


ds 

r /(7 


en fonction de l’arc c de (v); et conduisent, pour la courbe (G), 
aux équations : 


12') ,n = h fldr: — kf t r^cTl — '^,dr^], y = ... ., 


( 3 ). Vérifier que les formules {2) donnent, pour toute courbe sphé¬ 
rique (y), une courbe (G) satisfaisant à l’équation (i). [De telles cour¬ 
bes s'appellent courbes de Bertrand], Examiner les cas particuliers : 

R = A, T = /r, 

qui fournissent les courbes à courbure constante, et les courbes à tor^ 
sion constante. 


6 . — Déterminer une courbe (G), connaissant, en fonction de l’arc 5, 
les expressions du rayon de courbure R et du rayon de torsion T. 
On se servira des formules de Serret : 

dx=:i.ds, £/a==^ 6 / 5 , d>x” — ^ds^ dcf! = — 

en suivant la marche suivante : 


(i°j. Considérant %, a', %” comme coordonnées d’un point de la 
sphère (^), de centre'O, et de rayon i, on prendra pour inconnues les 
paramètres des g*énératrices rectilignes de (ül), en posant [Gf. Ch. IV, 
| 6 ]: 

I -h = — u,{‘t 4- i%”), % — iV = ü(i + a'). 


et on trouvera que v sont deux solutions de Véquation de Riccati 
[Ch. V, I ïo, p. iii] 

(2^). Soient: 


a 


Aa, + B 
G^o “b D ’ 


Avq -}- R 
Cv(^ 4" D 


= const., ÜQ = const.) 


deux solutions quelconques de cette équation de Riccati. Montrer que 
les points a, ; y, y" qui correspondent aux valeurs : 


^0 " ' ^ J ' “““ 5 


«0= I, 


Uo = I ; 


«0 = 0, Uo = 00 
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fournissent une solution du problème ; et indiquer comment s'en 
déduit la solution la plus générale. — Conclure de là qu’il y a une 
infinité de courbes (G) répondant àla question, et que ce sont toutes les 
courbes superposables à Tune quelconque d’entre elles. 

( 3 °). Qu’arrive-t-il si le rapport^ est constant? Achever le calcul en 
supposant R et T constants. 

( 4 °)- Remarque, — En considérant a, a', a" comme cosinus direc¬ 
teurs d’une direction donnée par rapport à trois axes de coordonnées 
rectangulaires, tout changement de coordonnées, ou, ce qui revient au 
même, toute rotation autour de l’origine, se traduit par une même 
transformation projective effectuée sur u et v. Le point à l’infini, dans 
la direction considérée, subit ainsi, dans le plan de l’infini, la trans¬ 
formation projective la plus générale qui laisse invariant le cercle 
imaginaire de l’infini. 


CHAPITRE II 


— On considère la surface S lieu des sections circulaires dia¬ 
métrales d’une famille d’ellipsoïdes homofocaux. Déterminer sur S 
les trajectoires orthogonales des sections circulaires qui l’engen¬ 
drent. 

8. — Déterminer toutes les représentations conformes d’une sphère 
sur un plan. Trouver celles qui donnent des systèmes connus de pro¬ 
jections cartographiques (projection stéréographique, projection de 
Mercator). 

g. — Les courbes coordonnées d’une surface S étant rectangulaires, 
soient MU et MV leurs tangentes, et soit cpo l’angle (MU, MT). Dans 
la formule (9) [page 34 ]. 

sin6 d<o _ JL r* ~ 

“R ds ^ ds'^ ^ ds^ 

calculer les expressions de r^ et Généraliser, en supposant les 
coordonnées u et n quelconques. 

, « -, 1 -J . cos 6 sipe 

jQ. — Etablir les formulas fondamentales qui donnent ^ ^ 
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en tleduisaiil ies premiers termes des développements en série [Gh. I, 
§ 5, p. 7 des coordonnées d un point de la courbe, rapportée au 
triédre M.TPB 4, p. 27], des développements en série (déduits de 
J* = o;, y = ff{n, r), r = à{n, v)) des coordonnées d’un point 

de la courbe, rapportée au triédre M.TN'N 4 * p- 28]. — Il suifit de 
calculer les termes jusqu’au sec!>nd degré eu ds. 

II. — Une surface (S) est supposée définie comme l’enveloppe 
d'une famille de surfaces ; données par une équation de la forme 
F( J?, //, r ; n, it) O ; de sorte que u. v sont, sur (S) les coordonnées 
curvilignes d’un point courant M. A toute courbe ( C), tracée sur (S), 
correspond ainsi une famille de oc^ surfaces (-«i»), dont chacune coupe 
la surface infiniment voisine suivant une caractéristique : soit (K) 
celle de ces caractéristiques qui passe par le point M de (C). Montrer 
qu’il \ a réciprocité entre la direction des tangentes à (C) et à (K)eaM, 
— Cas où les surfaces (-«tO sont des plans. 


CHAPITRE III 


î2. — On considère la surface : 

^ r-—é- uv _Vc"—J. —^2 

’ U—V ’ ^ h w + O ’ c tt -f ’ 

déterminer ses lignes de courbure, et calculer les rayons de courbure 
principaux. 

i 3 . — Montrer que les surfaces : 

em\s ~ ro') = cos m{x — a?(,). cos m{y — y^) 

sont les surfaces de translation, ayant pour leurs deux familles de 
génératrices des courbes planes situées dans des plans rectangulaires 
(parallèles a et -0^), et telles que les génératrices planes 
qui passent en uu point quelconque de la surface y soient tangentes 
aux diamètres conjugués égaux de l’indicatrice.— Lignes de courbure 
de ces surfaces. 


ï 4 . — On considère la surface : 
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^ = î jT ( I — u^)f{u)da ( I — v^Mv)c/o, 

yJ' + “*)/(“)^“ —7 y (* + v^)o(p)dv^ 

z= Ç aj{u)du + J vo{p)dv. 


Calculer les rayons de courbures principaux et les coordonnées des 
centres de courbures principaux. Former Téquation différentielle 
des lignes de courbure et des lignes asymptotiques. Etudier les lignes 
de courbure en prenant : 


/y ^ / X am- 


et en introduisant de nouvelles coordonnées par les formules : 


mtg 


> -b f IX 


mtg 


A — lu. 


i5. — Soient, en coordonnées rectangulaires, les équations ; 

X =: — e^ cos (ü — a) + — cos (n-i- «)> 

y =^e^sin(v — a) 4. e- « sin (v + a), 

Z -—U cos a 4- ^ sin a. 

ïo Pour chaque valeur de a, ces formules définissent une surface S^. 
Indiquer un mode de génération de cette surface. Que sont en parti¬ 
culier Sq et ? 

2 

2® On considère deux de ces surfaces et S^, et on les fait corres¬ 
pondre point par point de manière que les plans tangents aux points 
correspondants soient parallèles. Démontrer que les tangentes à d'eux 
courbes correspondantes, menées en deux points homologues, font un 
angle constant. 

3 û Chercher les lignes de courbure et les lignes asymptotiques 
de Sçj et trouver une propriété géométrique des courbes auxquelles 

elles correspondent sur Sq, dans la transformation précédente. Qu’ar- 

rive-t-il pour a=:^? 
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iG. — Etudier les surfaces dont les lignes de courbure d’un système 
sont situées sur des sphères concentriques. Que peut-on dire des lignes 
de courbure de l’autre système? 

17. — Si les courbes coordonnées M = const., u = const. sur 
une surface (S) sont les lignes asymptotiques de cette surface, et si 
A, ;i., V sont les cosinus directeurs de la normale à (S), en un point 
quelconque de (Si, montrer qu’il existe une fonction 0 telle que 
l’on ait : 



(2^’j. Trouver, en partant de ces formules, le de la surface, Téqua- 
tion des lignes de courbure, l’équation aux rayons de courbure prin¬ 
cipaux. Calculer la torsion des lignes asymptotiques, et montrer qu’elle 
s’exprime au moyen des rayons de courbure principaux seulement. 

( 3 ^). Si on pose : 

l = l\l m = U. V 0» n = V 0, 

on obtient les formules de Lelieuure, Montrer que l,m^n sont trois 
solutions particulières d’une même équation aux dérivées partielles 

de la forme -^-^= Kw. 


CHAPITRE IV 


18. — Etablir les conditions d’intégrabilité qui lient les invariants 
fondamentaux, en supposant la surface rapportée à ses lignes de cour¬ 
bure. 

19. — Même question, en supposant la surface rapportée à une 
famille de géodésiques et à leurs trajectoires orthogonales. Exprimer, 

foriction de la (juantité H, la courbt|re t-otale, et la forme différeq- 
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ds 

tielle — - do(y [Ch. II, p. 34 ; ch. III, p. 501 et retrouver ainsi la For- 

mule d’Ossian Bonnet [Ch. IV, p. ']o] 

20. — En supposant les coordonnées quelconques, trouver celle 
des conditions d’intégrabilité qui donne l’expression de la courbure 
totale. 

21. — Discuter la forme de la méridienne des surfaces à courbure 
totale constante, soit positive, soit négative. 

22. — (i®). Les équations de la pseudosphère étant (p. 8i) : 

= R cos 8 cos G, ^ = Rcos6sinG, 

£r = R[log-tg-^| + i^ — sinej . |o<6<^j. 

on obtient une représentation conforme de la surface sur un demi- 
plan en posant : 

X = mcp, Y ==-^-^ (m = constante positive, donc Y>o). 


En posant, d’autre part : 

ii=:X + iY, n = X'—iY, 
on ramène le ds'^ à la forme type : 


ds^- = — kl’^ 


düdv 
(a — r)2 


(2®). En se servant des coordonnées w, v, trouver toutes les transfor¬ 
mations des points de la surface qui conservent les longueurs d’arc. 
Si on les interprète dans le plan (X, Y), on trouvera qu’elles laissent 
l’axe des X invariant, et qu’elles changent tout cercle en cercle. 


( 3 ®). Dans cette même représentation conforme, les lignes géodési- 
ques de la pseudosphère sont représentées par les demi-cercles qui 
ont leurs centres sur l’axe des X, et sont situés dans le demi-plan, 
limité par cet axe, qui s’étend du côté des Y positifs. 

( 4 ^^). Au facteur l près, la distance de deux points est log(MiM2AiA2), 
en désignant par Mg les homologues des points dans le plan (XY) 
et par A^Ag les points où Taxe des X est coupé par le cercle, image de 
la géodésique qui joint les deux points. — Les points de l’axe des X 
'jouent le rôle de points à l’infini. — Peux couples de points dont 
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Jisiuace est la meme, peuvent être amenés en coïncidence par un des 
déplacements de la surface sur elle-même défini par les transforma¬ 
tions trouvées. 


CHAPITRE V 


23 . — Trouver les points de contact des plans isotropes menés par 
une i»énératrice quelconque d’une surface réglée. Quelles relations 
ont-ils avec le point central et le paramètre de distribution ? 

24. — Trouver les surfaces réglées dont les lignes asymptotiques 
interceptent sur les génératrices des segments égaux. 

25 . — Trouver les surfaces réglées dont les lignes de courbure 
interceptent tur les génératrices des segments égaux. 

26. — Ti'ouver les lignes de courbure et les lignes géodésiques de 
Thélicoïde développable. 

27. — Montrer que les lignes d’une surface (S) quelconque, pour 

lesquelles : ds — = o [notations de Texercice 9], sont caracté¬ 

risées par cette propriété que, si l’on mène par chacun des points 
de l’une d’elles une tangente à la courbe v = constante, la surface 
réglée ainsi obtenue a pour ligne de striction la courbe considérée. 

28. — Etant donnée une surface (S) et une courbe (G) de cette sur¬ 
face, on considère la surface réglée (G) engendrée parles normalesMN 
menées à \S) aux divers points M de (G). Le point central de MN s’ap¬ 
pelle le méiacentre de (S), correspondant au point (M) et à la tangente 
MT de (G). 

(i^) Déterminer ce métacentre, le plan asymptote, le paramètre de 
distribution. Discuter la variation du métacentre quand la courbe (G) 
varie, en passant toujours en M. 

(2®) Montrer que le métacentre est le centre de courbure de la 
section droite du cylindre circonscrit à (S) et dont les génératrices 
sont perpendiculaires au plan asymptote de G. 

( 3 ^) On suppose qu’on ait plusieurs surfaces (S), et que Ton affecte 
chacune d’elles d’un coefficient numérique a. On considère comme 
homologues sur ces divei^ses surfaces les points M (pris un sur cha¬ 
que surface) pour lesquels les plans tangents à ces diverses sur¬ 
faces sont parallèles ; soit le centre des distances proportionnelles 
d*un tel système de points M homologues, et relatif au système des 
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DétC‘rminor l£*s développablês (l0 C6tle cong*ru6nc6 . Gtudier Igufs 
arêtes do rebroussoniout, leurs courbes de contact, leur traces sur le 
pian r = O. 

32 . — Si les <leux multiplicités locales d'une congruence sont des 
tléveloppables isotropes (cong-ruence isotrope), toutes les surfaces 
réu'lées qui passent par une même droite de la congruence ont même 
[loint central et même paramètre de distribution. Le plan perpendicu¬ 
laire à chaque droite de la congruence mené à égale distance des deux 
points focaux enveloppe une surface minima. On peut obtenir ainsi 
la surface minima la plus générale. 

33 . — On suppose que les rayons (D) et {D') de deux congruences 
se correspondent de manière que deux rayons correspondants soient 
parallèles. Si alors les développables des deux congruences se corres¬ 
pondent, les plans focaux de (D) sont parallèles à ceux de (D'); 
les droites (A), (A'), qui joignent les points focaux correspondants se 
coupent en un i>oint U ; le lieu de ce point admet (A) et (A') pour tan¬ 
gentes conjuguées, et les courbes conjuguées enveloppées par ces 
droites correspondent aux développables des deux congruences. 


CHAPITRE VII 


34. — Etudier les congruences formées de droites tangentes à une 
sphère et normales aune même surface ; étudier les surfaces normales 
aux droites d’une telle congruence, et leurs lignes de courbure. 

35 . — Etudier la congruence formée des droites, normales à une 
surface dont une famille de lignes de courbure est située sur des sphè¬ 
res concentriques. 

3 G. — Montrer que les surfaces moulures, dans le cas où l’une des 
nappes de la développée est un cylindre ou un cône, peuvent être 
définies par le mouvement d’un profil plan, de forme invariable, dont 
le plan reste constamment normal à un cylindre ou à un cône. Préci¬ 
ser le mouvement de ce profil. Chercher si l’on peut dire quelque 
chose d’analogue pour les surfaces moulures générales. 

37. — Montrer que les droites tangentes à deux quadriques homo- 
fûcales constituent une congruence de normales. Si on fait réfléchir 
foutes ces droites, considérées comme des rajrons luii^ineux, sur une 
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autre quadrique homofocale aux deux premières, quelles seront les 
multiplicités focales de cette seconde congruence? 

38 » — Etant données deux surfaces homoibcales du second degré et 
un plan (P), si on mène par les droites {d’) du plan (Pj des plans tan¬ 
gents aux deux surfaces, les droites {d) qui joignent les points 
de contact correspondants sont normales k ime famille de surfaces 
parallèles. Soit (8) la droite qui contient les pôles du plan (Pj 
par rapport aux deux quadriques homoibcales, et {d) la droite du 
plan (P) qui correspond à une droite (t/) de la congruence de normales 
considérée. Le plan mené par (8) perpendiculairement à (c/'i coupe {d) 
en un point rn. Le lieu du point m est Tune des surfaces cherchées : 
c’est une cyclide. Les développables de la congruence découpent sur 
les surfaces homofocales des réseaux conjugués. 

Sg. — On considère la congruence des droites de l’espace sur les¬ 
quelles trois plans formant un trièdre trirectangle déterminent des 
segments invariables. Démontrer que c’est une congruence de norma¬ 
les et déterminer les surfaces normales aux droités de la congruence. 
Déterminer les points focaux sur une quelconque de ces droites. 
Déterminer les cônes directeurs des développables de la congruence. 

4 0. — Démontrer qu’il existe des congruences (isogonales) telles 
que les plans focaux forment un dièdre constant. Quelle est la 
propriété des arêtes de rebroussement des développables de la 
congruence par rapport aux nappes de la surface focale qui les con¬ 
tiennent ? Chercher l’équation différentielle de ces courbes sur la sui'- 
face focale supposée donnée. Que peut-on dire du cas où l’une des 
nappes de la multiplicité focale est une développable, une courbe, une 
sphère ? 

41. — Si on considère une famille de sphères dont le lieu des 
centres to est une courbe plane (G), et dont les rayons sont proportion¬ 
nels aux distances des centres w à une droite fixe (A) du plan de 
la courbe (G), démontrer que l’enveloppe de ces sphères a toutes ses 
lignes de courbure planes. Que peut-on dire des plans "de ces lignes de 
courbure? — Réciproquement, comment peut-on obtenir toutes les 
surfaces canaux dont toutes les lignes de courbure sont planes? 
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CHAPITl'iE VIII 


42. _ Ou donne deux courbes (El, (Ci). Trouver toutes les sur¬ 
faces fSi sur lesquelles les courbes de contact de.s cônes circonscrits 
à (S), a_\aut leurs sommets sur (C) et (Ci), forment uu réseau conjugué. 
Kii définissant (C) et (Ci 1 par les équations : 

= !/—'jO-'*', s = hQ.), ; = 

jr = ç(tAl. //= 0(0.'), ê = x(lJ‘)> f = 6(iJ.), 

la surface la plus générale répondant à la question est définie par les 
équations : 

œ = J'XQ.)fO~)ct/. -f- /1 ^(k-)?(1^)<^)^> 

ÿ = /XQ.)ffC^.)cù- + 

s = ^/'ACxj/ffÂjrfX -f fB([j.)y_{^)d\k, 

f = /AO.)A-(/.)t/)- + /B(;x)9(a)(/li.. 

Interpréter ficéométriquement les fbi'mules obtenues de façon à 
trouver une définition géométrique de ces surfaces. Transformer par 
dualité les divers résultats obtenus. 

43. — Soit (S) la sphère de centre 0 et de rayon égal à un ; soit (S) 
une surface quelconque et{Sh sa polaire réciproque par rapport à ( 1 ). 
Soit M un point quelconque de (S) et (P) le plan tangent en ce point ; 
soient M' et (P') le point et le plan tangent de (S'j qui correspondent 
à (P) et M par polaires réciproques. On considèi'e la congruence (K) 
des droites MM' et la congruence (K'» des intersections des plans (P) 
et (P'). Montrer que leurs développables se correspondent, et que les 
développables de (K) découpent sur ^S) et (S') des réseaux conjugués. 
Comment les développables de (K) coupent-elles (!S)? — Chercher à 
déterminer (S) de manière que (K) soit une congruence de normales ; 
que peut-oa dire alors des développables de (K) et de la surface (S) ? 

44 - — Etant donnée une courbe gauche (C), par un point fixe 0 
on mène des segments OM équipollents aux diverses cordes de (G). 
Le lieu des points M est une surface (Sq). Par chaque point M de cette 
surface on mène la parallèle (A) à Tintersection des plans osculateurs 
de (C^ menés aux ijoiuts P et P. de teU nue PP «înit prrïimnllanf 
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à OM. Soient (S^) et (S2) les deux nappes de la surface focale de la 
congruence des droites (à) : 

(10) déterminer (S^) et (S2), leur ds^, leur :L/d^æ. Montrer que les 
asymptotiques se correspondent sur (S^) et (Sj)» Quelles sont les 
courbes de (S^) qui leur correspondent? — 

(2*^) Condition nécessaire et suffisante que doit remplir (C) pour 
que la congruence des droites (A) soit une congruence de normales. 
Trouver alors Tune des surfaces normales. Alontrer que les rayons de 
courbure de (S) sont fonctions Tun de l’autre. 

( 3 o) En restant dans ce cas, rapporter le ds^ de (SJ aux géodésiques 
tangentes aux droites (A) et à leurs trajectoires orthogonales. En con¬ 
clure que (SJ est applicable sur un paraboloïde de révolution. 

Notai — Les deux dernières parties de cet exercice se rattachent 
à la fin du chapitre XIII. 


CHAPITRE IX 


4 5. — Ou considère deu.x plans rectangulaires, et toutes les droites 
telles que le segment intercepté sur chacune d’elles par les plans pré¬ 
cédents ait une longueur constante. Trouver les congruences de nor 
males du complexe de ces droites. 

46. — On considère trois plans formant un trièdre trirectangle 
et les droites telles que le rapport des segments déterminés par ces 
trois plans sur chacune d’elles soit constant. Trouver les surfaces dont 
les normales appartiennent au complexe de ces droites II y a parmi 
ces surfaces une Infinité de surfaces du second ordre admettant les trois 
plans donnés comme plans de symétrie. Le complexe précédent est 
celui des normales à une famille de quadriques homofocales, ou à une 
famille de quadriques homothétiques par rapport à leur centre {com¬ 
plexe de Chasles). 


CHAPITRE X 


4 ^. — Etudier les asymptotiques des surfaces réglées du troisième 
ordre. Montrer que dans le cas général ce sont des unieursales du 
At ntip c.baniift frénératrice rencontre une aSYffinto- 
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tique en deux points conjug’ués harmoniques par rapport aux points 
où la îîviiéralriee s’appuie sur la droite double et sur la droite singu¬ 
lière. 

Examiner ie cas où la surface est une surface de Gaylej à direc¬ 
trice unique. 

N. B — L'équation d'une surface réglée gauche peut se ramener, 
comme Tou sait, par un choix convenable du tétraèdre de référence, 
à la forme 

— y-i = O (surface réglée générale), 
ou .7*^ 4- 2.7‘^r — yH= O (surface de Cayley). 

48 - — Déterminer les asymptotiques de la surface de Steiner, 
Par quelles courbes sont-elles représentées dans la représentation 
paramétrique de la surface ? 

N. B. — On sait que les équations d’une surface de Steiner sont de 
la forme : 


k(u.vy ^~k(u,v)^ " k{u,if 

/, g, h, k étant quatre polynômes du second degré quelconques. 
En excluant les cas particuliers, on peut, par une transformation 
projective, et un choix convenable des paramètres, les ramener à 
la forme : 

_ 21/ _ 2V ^ - J)2 

^ «2 4 4 2 ’ ^ U- 4 4 2 ’ ««2 2 * 

Toute section de la surface par un plan tangent se décompose en 
deux coniques. En interprétant w, v comme des coordonnées rectangu¬ 
laires dans un plan, les formules précédentes réalisent la représenta¬ 
tion de la surface sur un plan. 

49. — Déterminer la surface canal la plus générale dont toutes les 
lignes de courbure soient sphériques ; montrer que ces lignes de 
courbure se déterminent sans intégration. 

5 0. — ()ue peut-on dire de la détermination des lignes de courbure 
d’une surface canal, enveloppe de 00^ sphères coupant une sphère fixe 
sous un angle constant? 

5 1. — Déterminer les surfaces réglées d’un complexe linéaire 
qui admettent pour ligne asymptotique une courbe donnée. Montrer 
que toutes leurs asymptotiques se déterminent sans intégration, 
et qu’elles sont algébriques si la courbe donnée est algébrique. 
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CHAPITRE XI 


52 . — Etudier la congruence des droites définies par les équations : 

“h Bp* "P C = O, A^^ B^p. -f“ C^ = O;, 

où A, B, C, A^, B^, sont des fonctions linéaires des coordonnées 
et 1 , P des paramètres arbitraires. Discuter en particulier la questioc 
des droites passant par un point, des droites rencontrant une droite 
fixe, des droites situées dans un plan, des multiplicités focales. 

53 . — Démontrer les résultats énoncés à la. fin du paragraphe 3 
de ce chapitre. 

54. — Démontrer par le calcul les propriétés de la transformation 
de Lie énoncées à la fin du paragraphe 4 de ce chapitre. 


CHAPITRE XII 


55 . — On considère une famille de 00^ paraboloïdes (P) ayan 1 
mêmes plans principaux. Comment faut-il choisir ces paraboloïdes 
pour que la congruence des génératrices rectilignes d’un même 
système de tous ces paraboloïdes soit une congruence de normales ^ 
Montrer qu’alors les paraboloïdes (P) constituent Tune des trois famil¬ 
les d’un système triple orthogonal et trouver les deux autres familles 
Montrer qu’on peut choisir les paraboloïdes (P), plus particulière¬ 
ment, de manière que l’une de ces autres familles soit encore formée 
de paraboloïdes ; et donner, dans ce cas, la signification géométrique 
des deux familles de paraboloïdes. 


CHAPITRE XIII 


55.Soit (S) une surface quelconque et (II) un plan quelconque, 
On considère toutes les sphères (U) ayant leurs centres sur (S) et cou 
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pant le plan (II) sous un ang*le constant o tel que Ton ait coscp =-^ • 
Soit (S'j la surlace déduite de (S) en réduisant les ordonnées de (S) 
perpendiculaires à (ilj dans le rapport v ^ - Les sphères (U) enve¬ 

loppent une surface à deux nappes. Montrer que leurs lignes de cour¬ 
bure correspondent point par point à celles de (S^. Examiner le cas où 
(S) est du second degré. 

57. — De chaque point M d’une surface (S) comme centre, on 
décrit un cercle (K) situé dans le plan tangent à S, et dont le rayon 
soit égal à une constante donnée. 

(1°) Déterminer les familles de oc^ cercles (K) qui engendrent une 
surface sur laquelle çes cercles soient lignes de courbure. Lieux des 
centres des sphères dont une telle surface est Tenveloppe. 

(2®) Trouver la condition nécessaire et suffisante pour que les cercles 
(K) forment un système cyclique. Cette condition étant supposée 
remplie, soit (S^), Tune des surfaces normales aux cercles (K); mon¬ 
trer que les lignes de courbure de (SJ correspondent à celles de (S), 
quand on fait correspondre à chaque point M de (S) le point 
du cercle (K) correspondant, où (SJ est normal à (K). 

( 3 °) Montrer que (SJ a une courbure totale constante, et que la 
congruence de droites qui a (S), (S^) pour surfaces focales est une con¬ 
gruence de normales. 

( 4 °) Soit G Tun des centres de courbure principaux de (S) en M, et 
CjL le centre de courbure principal de (SJ en M^, qui correspond à C. 
Etudier la congruence des droites GG^. 

58 . — Etant donnée une surface (S), on désigne par (C) Tune queL 
conque des lignes de courbure de Tune des familles, par (G') Tune 
quelconque des lignes de courbure de Tautre famille, de sorte qu^en 
un point M de (S) se croisent une courbe (G) et une courbe (G'). Soient 
û), e»)' les centres de courbure principaux correspondant à ces deux 
courbes; et soient G, les centres de courbure géodésique de ces 
deux courbes. 

(lû) Que peut-on dire des congruences définies respectivement par 
les quatre droites MG, MG', Gû), GV? 

(2û) Soit (y) le cercle osculateur à (G) en M. Démontrer que (y) 
engendre une surface canal quand M décrit une courbe (G'). Trouver 
les sphères dont cette surface canal est l’enveloppe. 

( 3 ®) Montrer que si (S) fait partie de Tune des familles d’un système 
triple orthosronal, les cercles osculateurs aux traiectoires orthoirnTialA^ 
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des surfaces de cette famille, construits aux divers points de (S), for¬ 
ment xin système cyclique. 

59. — Soit O un point fixe, et (S) une surface quelconque ; en un 
point quelconque de M de (S) on mène le plan tangent (P) ; et de 0 on 
abaisse la perpendiculaire sur (P) ; soit H son pied. 

(10) Trouver les courbes de (S) qui, en chacun de leurs points M, 
admettent MH pour normale. 

(20) Soit HI la médiane du triangle OHM ; la congruence des droites 
HI est une congruence de normales. Trouver les surfaces normales à 
toutes ces droites. Montrer que leurs lignes de courbure correspon¬ 
dent à un réseau de courbes conjuguées décrites par M sur (S). 

( 3 o) Soit K le point où le plan perpendiculaire à MO rencontre MH ; 
et soit (y) le cercle de centre K, passant en O, et situé dans le plan 
MOK. Les cercles (y) forment un système cyclique. 

60. — De chaque point M du paraboloïde 

(P) xy — az = o 

comme centre, on décrit une sphère (S) tangente au plan xoy. Soit A 
le point de contact de fS) avec ce plan, et B le second point de contact 
de (S) avec son enveloppe. 

(lo) Quelles courbes doit décrire M sur (P) pour que AB engendre 
une développable ? Ces courbes forment sur (P) un réseau conjugué, 
et leurs tangentes en chaque point M sont perpendiculaires aux plans 
focaux de la congruence engendrée par AB. 

(2®) Déterminer les lignes de courbure de l’enveloppe de (S) ; les 
normales menées à cette enveloppe le long de chaque ligne de cour^ 
bure découpent sur (P) un réseau conjugué. 

( 3 ®) On considère le cercle (G) normal à (S) en A et B. Montrer qu’il 
y a une infinité de surfaces normales à tous les cercles (G), et les déter¬ 
miner. 

( 4 ®) Montrer que ces surfaces forment l’une des familles d’un sys¬ 
tème triple orthogonal, et achever de déterminer ce système. 
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. 1 . » 

Page 33 , ae ligne à partir du bas, lire > au lieu de . 

Page 34 ^ 3 ^ ligne, même correction. 

Page 5 o, 6* ligne à partir du bas, lire — o*G"(n), au lieu de -|- n®G"(ü). 
Page 102, 2e ligne, lire D et D', au lieu de A et A\ 

Page 112, lignes 8 et 9, lire | 6 | , au lieu de B. 

Page 1 14 , dernière ligne, lire Log ] o^(d) j , au lieu de Log y'(n), et Log 
I C I , au lieu de Log C. 

Page 137, 6* ligne, ajoutez : [Cf. Ch. XI, § i]. 

Page 161, intervertir, sur la figure, les lettres V et (y'). 

Page 201, i 5 e ligne, lire = M ^ -f_ 

i 

Paere 206. 7^ ligne en remontant, lire : rayon (D') de (K'). 
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